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Ludwig Flamm 


zu seinem 70. Geburtstag am 29. Januar 1955 


LupwIic FLAmM, der seine ganze Kindheit, Jugend und Studienzeit 
in Wien verbrachte, ist einer der letzten aktiven Physiker, der noch als 
junger Student bei BoLTZMANN Vorlesungen gehért hat. Seine eigent- 
liche Reife erlangte er aber erst unter der Fiihrung von BoLTZzMANNs 
Nachfolger Fritz HASENOHRL, der wahrend seiner allzu kurzen und 


durch den ersten Weltkrieg tragisch beendeten Lehrtatigkeit eine er- 
staunlich groBe Anzahl von Theoretikern herangebildet hat. Wie frucht- 
bar HaAsENOHRL gewirkt hat, geht daraus hervor, daB von einer Hand- 
voll Studenten, die zwischen 1907 und 1910 sein Seminar besuchten, 
ein halbes Dutzend knapp mehr als ein bis eineinhalb Jahrzehnte spa- 
ter selbst schon Hochschulprofessoren waren: SCHRODINGER, Zuerst in 
Ziirich, dann als Nachfolger PLANCKs in Berlin, FLamM'und KARL WOLF 
an der Wiener Technik, ToN1I0 RELLAals Mathematiker in Graz, der Schrei- 
ber dieser Zeilen an der Wiener Universitat und der etwas spater 
hinzugekommene KARL HERZFELD in Baltimore. 
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In dieser Runde von temperamentmaBig voneinander so ganz ver- 
schiedenen Leuten, deren gemeinsames Interesse die theoretische Physik 
war, ist FLAMM durch seine Ruhe und Bediachtigkeit, durch sein be- 
scheidenes, fast schiichternes Wesen ebenso aufgefallen wie durch seinen 
stillen Humor. Fast hatte man sagen kénnen, daB er in dieser Tafel- 
runde der stille Zecher war, wenn nicht gerade er der wirklich eisern 
konsequente Abstinenzler gewesen ware, der er auch durch sein ganzes 
Leben unbeirrbar geblieben ist. Aber dieser stille junge Mann, dessen 
Hauptinteresse sich ganz auf die Physik konzentrierte, war doch weit 
davon entfernt, ein bleicher Biicherwurm zu sein. Schon die Generation 
unserer Lehrer, HASENOHRL und ein anderer bedeutender BOLTZMANN- 
Schiiler M. v. SMOLUCHOWSKI waren eifrige und tiichtige Alpinisten und 
so sind auch FLAMM und mehrere andere aus dem Schiilerkreis HASEN- 
OHRLs zuerst unter der Fiithrung des Meisters selbst und spater allein in 
die Berge gegangen und in den Sommern vor dem ersten Weltkrieg, 
als es noch keine bequemen Autobusse gab, die einem die stundenlangen 
Anmarsche auf die Dolomitenpdsse erspart hatten, konnte man FLAMM 
und seine Kameraden von der theoretischen Physik auf den Gipfeln der 
Cristallo-, Marmolata-, Brenta- und Sellagruppe herumklettern sehen. 

FrLaMM, der unbemittelt und ohne irgendwelche persdnlichen Be- 
ziehungen die Universitat betreten hatte, erregte durch seine Griind- 
lichkeit die Aufmerksamkeit seiner Lehrer und wurde sogleich nach 
seiner Promotion Assistent am 6sterreichischen Gradmessungsbiiro, wo 
er im astronomischen Dienst an der Langenmessung Pola—Triest mit- 
wirkte. Nach einem Jahr ergriff er aber schon eine sich ihm bietende 
Moglichkeit zur Riickkehr in die Physik. Er wurde Assistent von 
HEINRICH MACHE an der Lehrkanzel fiir Physik an der Wiener tech- 
nischen Hochschule, wo er seine wissenschaftliche Tatigkeit mit einer 
experimentellen Arbeit auf dem Gebiet der Radioaktivitat begann. 
Untersuchungen tiber Ursache und Gr6Be der Reichweitenschwan- 
kungen von a-Strahlen fiihrten ihn auf Probleme der statistischen Me- 
chanik und der Quantentheorie und von da ab konzentrierte sich seine 
Tatigkeit immer mehr auf die theoretische Physik. 

Im Jahr 1915 habilitierte er sich fiir Physik an der Wiener Universi- 
tat und im Sommer des darauffolgenden Jahres auch an der Wiener 
Technik. Im Jahre 1919 wurde er auBerordentlicher und im Jahr 1922 
ordentlicher Professor an der Wiener technischen Hochschule, an der er 
im Studienjahr 1951/52 das Amt des Rektors bekleidete. Im Jahre 1928 
wurde er korrespondierendes und im Jahre 1940 wirkliches Mitglied der 
osterreichischen Akademie der Wissenschaften. Eine ganze Armee von 
Ingenieuren und Technikern hat in fast vier Jahrzehnten ihre Aus- 
bildung in der theoretischen Physik aus FLAMMs Vorlesungen emp- 
fangen und, wer die Aysdauer hatte, in die spréde Materie tief genug ein- 
zudringen, war von dem Reichtum des gebotenen Stoffes beeindruckt. 
Kin kennzeichnendes Beispiel fiir FLAMMs Sinn fiir Griindlichkeit und 
Exaktheit war seine in der physikalischen Zeitschrift, Band 18, 1917 
erschienene kritische Studie iiber die charakteristischen Ma8zahlen 
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fiir das Elektron in ihrer Verkniipfung mit den Strahlungskonstanten, 
die auf Grund der damals vorliegenden Messungen die zu jener Zeit 
exaktesten Zahlwerte fiir diese wichtigen Naturkonstanten lieferte. 

Was der bedeutendste aus der Gruppe der HAsENOHRL-Schiiler, 
ERWIN SCHRODINGER, durch die Begriindung der Wellenmechanik fiir 
die Physik geleistet hat, ist schon Stiick der wissenschaftlichen Welt- 
geschichte geworden. Aber der Drang, selbstindig ganz neue unbe- 
tretene Pfade zu wandeln, beherrscht auch andere von den 6ster- 
reichischen Physikern. Gerade die vorliegende Zeitschrift hat in den 
letzten Jahren eine Reihe von Arbeiten ver6ffentlicht, in denen Experi- 
mente und Theorien beschrieben werden, deren Ergebnisse bei manchen 
Fachkollegen auf Desinteressement, Zweifel oder Ablehnung gestoBen 
sind. So sind namentlich auch auf dem Gebiet der Grundlagenforschung 
von Wiener Physikern Versuche zu einer neuen Interpretation der 
Quantenerscheinungen gemacht worden, von denen der erste von 
FLAMM stammt, wahrend die tibrigen drei unabhangig von ihm und 
voneinander ganz andere Wege gingen. Allen hat bisher die Gefolg- 
schaft gefehlt, die, so wie es bei den groBen erfolgreichen Pionierlei- 
stungen der modernen Physik der Fall war, in Verfolgung des neu ein- 
geschlagenen Weges die Bresche erweitert und so den Zugang zu weite- 
ren Erkenntnissen eréffnet hatte. Es ware voreilig, aus dem Ausbleiben 
einer solchen Entwicklung schlieBen zu wollen, daB der gewiesene Weg 
von vornherein aussichtlos war. Zum Tragen von Friichten ist es not- 
wendig, daB der Samen auf fruchtbaren Boden fallt, und wenn einer 
einmal nicht aufgeht, so muB die Schuld nicht unbedingt an dem Samen 
selbst legen. Achten wir also den Mut jener, die unverdrossen eigene 
Wege gehen, und begliickwiinschen wir FLAMM zu dem Unternehmungs- 
geist, mit dem er neben der Routine-Arbeit des akademischen Berufes 
noch die schwere Aufgabe in Angriff nahm, den Quantenerscheinungen 
eine neue Deutung zu geben! 


H. THIRRING, Wien. 
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Methoden zur Messung niedriger Gasdrucke mit Hilfe der 
selbstiindigen Gasentladung im transversalen Magnetfeld*. 


Von 


R. Haefer, Graz. 
Mit 8 Abbildungen. 


(Eingelangt am 15. Januar 1954.) 


Zusammenfassung. 


Die Erscheinungen der selbstandigen Gasentladung im transversalen Magnet- 
feld fiihren auf folgende Methoden zur Messung niedriger Gasdrucke: I. Messung 
der magnetischen Induktion B, bei der die Entladung bei gegebener Spannung 
ziundet. II. Messung der Ziindspannung U, bei gegebener magnetischer Induktion. 
III. Messung des in der Entladung flieBenden Stromes / bei gegebenen Werten 
von Anodenspannung, Vorwiderstand und magnetischer Induktion. IV. Messung 
der Spannung U an der brennenden Entladungsstrecke bei gegebenen Werten 
von Anodenspannung, Vorwiderstand und magnetischer Induktion. Dabei sind 
die GroéBen B, U;, J, U ein MaB fiir den Druck. Diese vier Methoden, von denen 
die dritte auf PENNING [7, 8] und die vierte auf O. Worrr [18] zuriick- 
gehen, werden an der in vorangegangenen Arbeiten des Verfassers [1, 2, 3] 
eingehend untersuchten kurzen zylindrischen Elektrodenanordnung mit konaxialem 
Magnetfeld auf ihre Eignung zur Druckmessung gepriift. Ferner werden die je- 
weiligen Vor- und Nachteile sowie Fehlerquellen (Gasaufzehrung und -abgabe, 
Fremdschichten) diskutiert und der Einflu8 der Art des Fillgases (Argon, Luft, 
Wasserstoff) untersucht. Durch die genannten Methoden bzw. ihre Kombination 
1aBt sich der MeBbereich von 10—1! Torr bis zu den _ kleinsten herstellbaren 
Drucken (10—*® Torr) herab erfassen. 


1. Kinleitung. 


Bei der selbsténdigen Gasentladung im transversalen Magnetfeld 
sind sowohl die Daten der Ziindung (Ziindkennlinie) [1, 2, 6] wie auch 
die Daten der brennenden Entladung (Strom-Spannungscharakteristik) 
(3, 6] unter sonst gegebenen Bedingungen vom Gasdruck abhingig. 
Diese Druckabhangigkeit erstreckt sich von etwa 10—! Torr bis zu den 
kleinsten herstellbaren Drucken (10~8 Torr) herab. Man kann daher 
umgekehrt die genannten Daten zur Druckmessung verwenden. Je 
nachdem, ob man nun die Daten der Ziindung oder diejenigen der 
brennenden Entladung zur Druckmessung heranzieht, erweisen sich die 


* Herrn Prof. Dr. L. FLammM zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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beiden ersten ader die beiden letzten der folgenden vier Methoden als 
reelenet. 


I. Messung der magnetischen Induktion 5, bei der die Entladung bei 
eegebener Spannung U ziindet (Abb. 1 a). 


Abb. 1. Druckme8methoden schematisch. a) Nach Methode I durch Bestimmung der magnetischen Ztind- 

feldstarke (B). b) Nach Methode II durch Bestimmung der Ziindspannung U,,. c) Nach Methode III durch 

Bestimmung des Entladungsstromes 7. d) Nach Methode IV durch Bestimmung der Spannung U an der 
Manometerrohre. 


II. Messung der Spannung U, bei der die Entladung bei gegebener 
magnetischer Induktion B ziindet (Abb. 1 b). 
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III. Messung des nach der Ziindung in der Entladung flieBenden: 
Stromes I bei gegebener Batteriespannung Uy, gegebenem Vorwider-} 
stand und gegebener Induktion B (Abb. 1c). | 

IV. Messung der Spannung U an der brennenden Entladungs-} 
strecke bei gegebener Batteriespannung Uy, gegebenem Vorwiderstand} 
und gegebener magnetischer Induktion B (Abb. 1 d). 


Von diesen vier Methoden ist die dritte, die auf PENNING [7] zuriick-. 
geht, seit langem bekannt. Das PENNING-Manometer ist ein heute in 
der Vakuumtechnik haufig verwendetes Gerdt, da es gegeniiber dem 
Tonisationsmanometer mit Gliihkathode den groBen Vorteil besitzt,, 
durch schlechtes Vakuum oder gar Lufteinbriiche nicht beschadigt zu 
werden. Es besteht in seiner dlteren Ausfiihrung aus zwei zueinander 
parallelen Platten, die als Kathoden geschaltet sind, und einer ring-4 
formigen Anode in der Mittelebene zwischen den Kathodenplatten. } 
Das Magnetfeld ist normal zu den Kathoden gerichtet. Dieses Mano-} 
meter erfaBt den Druckbereich 10-3 bis 10-5 Torr. Eine Verbesserung 
dieser Anordnung durch AbschlieBen des Entladungsraumes, indem die> 
Anode als Zylindermantel ausgebildet wird, fiihrte infolge weitgehender > 
Vermeidung von Tragerverlusten zu einer Senkung der unteren Grenze } 
des MeBbereiches auf 10-7 Torr [8]. Dabei scheint die obere Grenze | 
des MeBbereiches bei 10-4 Torr dadurch gegeben zu sein, daB oberhalb)} 
dieses Wertes Spriinge in der Stromanzeige auftreten. Der Zusammen-. 
hang zwischen Druck und Strom kann durch ein Potenzgesetz I pro- | 
portional £” mit » = 1,3 dargestellt werden. | 

Die Methode IV, bei der die Spannung am Kaltkathodenmanometer 4 
das MaB fiir den Druck darstellt, ist von O. Wo rF [18] in die Vakuum-.- 
meBtechnik eingefiihrt worden!. Auf diese Weise wurde es méglich, } 
auch das Gebiet zwischen Vorvakuum (10~? Torr) und Beginn desj 
Hochvakuumbereiches (5+ 10-4 Torr) mit Hilfe einer besonderen 
Schaltung messend zu erfassen. O. WoLFF benutzte dabei unter anderem 
die vom Verfasser schon in den Jahren 1950/51 zur Vakuummessung 
nach den Methoden I, WWE, JOO herangezogene kurze, zylindrische und 
seitlich abgeschlossene Elektrodenanordnung mit konaxialem Magnet- 
feld?. Diese Anordnung hat sich wegen des fiir die Zwecke der Druck- 
messung gtinstigen Verlaufes der Ziindkennlinien (1, 2] und der Strom- 


1 Anmerkung bei der Korrehtur: Herrn O. Worrr verdanke ich den Hinweis, 
da®B der Gedanke, die Spannung an der brennenden Entladungsstrecke als MaB \}} 
fiir den Druck zu verwenden (Methode III), bereits von O. KLEMPERER im Brit. |} 
Patent Nr. 555 134 im Jahre 1944 ausgesprochen worden ist. Davon allerdings |} 
unabhangig hat O. Wo.rr diese Methode auf die kurze zylindrische Elektroden- |} 
anordnung angewendet und das MeBverfahren durch Einfiihrung einer auto- || 
matischen Einstellung des Stromes durch eine Regelschaltung verbessert. 

2 Die Ergebnisse dieser Untersuchungen des Verfassers sind in Aktenvermerken | 
der Firma Siemens & Halske AG. Berlin aus den Jahren 1950/51 niedergelegt. 
Uber einen Teil dieser Ergebnisse beztiglich des Rohres IJ (Abb. 2 ¢ dieser Arbeit) 
nach Methode III ist auf der 4. Jahrestagung der Dt. Ges. f, Elektronenmikro- 
skopie in Tiibingen, 1952, durch O. Wotrr [18] berichtet worden. 
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bewahrt. Es soll daher in der vorliegenden Arbeit itber die mit Hilfe 
der genannten Anordnung erzielten Ergebnisse berichtet werden. Dabei 
sollen die vier genannten Methoden zur Anwendung gelangen und ihre 
jeweiligen Vor- und Nachteile diskutiert werden. Ferner soll besonderer 
Wert auf die Behandlung der folgenden Fragen gelegt werden: 1. Er- 
weiterung des MeBbereiches tiber die bisher erreichten Grenzen hinaus. 
‘2. Erzielung eines dem Druck méglichst proportionalen Stromes bei 
: der dritten Methode. 3. Einflu8 der Art des Fiillgases. 


2. Versuchsanordnung. 


Den Aufbau der drei verwendeten Manometerréhren zeigt Abb. 2. 
| Alle drei Rohre sind im wesentlichen gleichartig gebaut; sie unter- 
scheiden sich nur durch das Verhaltnis von Kathodenlange zu Kathoden- 
‘}durchmesser. Die Kathode ist der auBere Zylinder, der durch seitliche 
'Endflachen verschlossen ist. Die Anode ist durch eine zentrale Bohrung 
in einer dieser Endflachen eingefithrt. Der Druckausgleich zwischen 
| Entladungs- und AuBenraum erfolgt ebenfalls durch diese Bohrung. 
’Nur bei Rohr J// ist zum Zwecke des Druckausgleiches zusatzlich noch 
eine 6 mm Bohrung im Zylindermantel der Kathode in der Weise ange- 
| bracht, daB die Bohrung dem Ansatzstutzen zugekehrt ist. Dafiir ist 
aber bei diesem Rohr die Bohrung in der Endflache der Kathode da- 
durch besonders klein gehalten worden (2mm), daB der Zufiihrungs- 
| draht (1 mm @) zur Anode einen geringeren Durchmesser als die Anode 
+ (4 mm @) selbst hat. Der Zweck dieser MaBnahme ist, die Trager- 
verluste in Anodennahe, wo sich der Entladungsvorgang insbesondere 
} bei sehr niedrigen Drucken hauptsachlich abspielt [2], mdglichst gering 
Fzu halten. Die Tragerverluste, die durch eine Bohrung im Zylinder- 
} mantel der Kathode verursacht werden, sind solange von wesentlich 
}) geringerer Bedeutung als Tragerverluste durch eine eben so groBe 
-zentrale Bohrung in der Endflache der Kathode, wie bei hohem Magnet- 
} feld (unterer Art der Ziindkennlinie) gearbeitet wird. In diesem Falle, 
‘der bei den Methoden II, III, IV vorliegt, erfolgt namlich die Riick- 
-fiihrung an Elektronen im wesentlichen durch Ionensto8 an den seit- 
lichen Endflachen [2]. Zur Vermeidung von statistischen Ziindverziigen 
} wird in den Entladungsraum eine radioaktive Substanz, z. B. ein 
| Stiickchen radioaktives Silber, das auf der Anode angeschweiBt wird, 
| eingebracht. 

| Die Elektrodensysteme J und JJ bestehen aus Chromnickel und sind 
in zylindrische Glasréhren eingeschmolzen, tiber die eine Spule zur Er- 
zeugung des Magnetfeldes geschoben werden kann. Der Verlauf der 
| magnetischen Induktion langs der Rohrachse ist aus Abb. 2 zu ersehen. 
Die im folgenden angegebenen magnetischen Induktionen beziehen sich 
-auf den in der Rohrmitte herrschenden Maximalwert. Die Spule wird 
/mittels Mikrometerschrauben konaxial zum Elektrodensystem einge- 
stellt. Bei richtiger Justierung erreicht die Ziindspannung in ihrem 
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Minimumbereich einen niedrigsten Wert [6]. Eine genaue Justierung} 
der Spule ist insbesondere bei den Methoden I und II zwecks Erzielungy) 
reproduzierbarer Messungen von Bedeutung. 


Za i" Vn 
fathod = 
paced eras ied 
&) Rohr I 


C) Rohr it 


Abb. 2 a) bis c). Die drei verwendeten Manometerréhren. 


Das Elektrodensystem JJJ besteht aus Molybdan und ist ebenso 
wie das PENNING-Manometer neuerer Ausfiihrung [8] in einen biichsen 
formigen Kérper aus Jenaer Glas eingeschmolzen, so daB die Mano 
meterrohre zwischen den Polen eines Magneten von verhaltnisma Big} 
geringem Polabstand (30 mm) untergebracht werden kann. Bei diese 
Polabstand erreicht man leicht die zur Messung sehr niedriger Druckes 
notwendigen hohen magnetischen Induktionen (Methode III) auch mit 
einem permanenten Magneten. Die verwendeten Magnete hatten i 
der Mitte des Luftspaltes eine magnetische Induktion von 1600 bzw 
2460 GauB. Fiir eine gute elektrische Isolation ist durch lange Ein 
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schmelzstutzen und durch Umwicklung der Zufithrungsdrahte mit Glas 
innerhalb der Réhre sowie durch die Art des verwendeten Glases Sorge 
getragen. 

Die Vakuumapparatur besteht aus einer einstufigen Hg-Glas- 
diffusionspumpe, an die ohne Hahne und Kittstellen tiber zwei Fallen 
fir fliissige Luft und kurze, weite Verbindungsleitungen das Mano- 
meterrohr gemeinsam mit einem l[onisationsmanometer mit Gliih- 
kathode in Elektronenpendelschaltung angesetzt ist. Das Vorvakuum 
zu dieser Pumpe wird durch eine dreistufige Hg-Stahldiffusionspumpe 
erzeugt. Mit Hilfe dieser Anordnung lassen sich nach mehrmaligem, 
vielstiindigem Ausheizen der Rohre und Kihlfallen und wiederholtem 
Ausglithen samtlicher Metallteile mittels eines Hochfrequenzsenders 
bzw. des Gliihfadens und des Gitters im Ionisationsmanometer mittels 
Stromwarme Drucke unter 10—* Torr herstellen. Als Fiillgas dienten 
spektralreines Argon, Luft und durch ein gliihendes Palladiumréhrchen 
eingeleiteter Wasserstoff. Diese Gase werden von der Vorvakuumseite 
der Glaspumpe, an die auch ein MAcLEop-Manometer angeschlossen ist, 
eingelassen. Drucke in den Manometerrohren zwischen 10—4 und 10-8 
Torr werden dadurch eingestellt, daB bei abgesperrter Stahlpumpe die 
Vorvakuumleitung der arbeitenden Glaspumpe mit Gas von entspre- 
chend héherem Druck gefiiilt wird. Zur Einstellung der Drucke zwischen 
10—4 und 107! Torr in den Manometerrohren wird die Heizung der Glas- 
diffusionspumpe abgeschaltet. Die Messung der Drucke im Bereich 
10—! bis 10~4 Torr geschieht mit dem MacLrop-Manometer und im 
Gebiet niedrigerer Drucke mit dem Glithkathodenmanometer. Die 
Eichung des letzteren erfolgt mit Hilfe des MAcLrEop-Manometers im 
Bereich 10—% bis 10—° Torr. 

Beim Arbeiten mit Ionisationsmanometern tritt bekanntlich der 
Effekt der Gasaufzehrung sehr stérend in Erscheinung [9, 11]. Dieser 
Effekt des Eindringens von Ionen in Metallteile und Glaswand bewirkt, 
daB der Druck in dem abgeschlossenen Volumen der Apparatur von 
etwa zwei Liter in 20 Minuten um eine GréBenordnung absinken kann, 
falls das Rohr gut entgast war. Es kommt allerdings zu einem druck- 
konstanten Zustand dadurch [9], daB dem Effekt der Gasaufzehrung 
der Effekt der Gasabgabe — ebenfalls infolge von auf Metallteile und 
Glaswand treffenden Ionen — entgegen wirkt. Da die Zahl der pro 
Zeiteinheit aufgezehrten bzw. abgegebenen Atome vom Absorptions- 
zustand der Metallteile und Glaswande und ferner von der Grolie des 
Ionenstromes und dieser wiederum vom Druck abhiangen, gibt es zu 
jedem Druck einen absorptiven Gleichgewichtszustand. Wird der Druck 
gegeniiber dem zu diesem Gleichgewichtszustand gehorigen Wert er- 
niedrigt, so tiberwiegt die Gasabgabe die Gasaufzehrung; das Rohr gibt 
also Gas ab. Wird der Druck erhoht, so ist es umgekehrt. Eine einwand- 
freie Druckmessung mit einem Ionisationsmanometer mit Glithkathode 
ist allein im druckkonstanten, also durch das absorptive Gleichgewicht 
gekennzeichneten Zustand des Rohres méglich. Da das Einstellen des 
druckkonstanten Zustandes eine Stunde beanspruchen kann und eine 
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solche Zeitdauer zur Gewinnung eines einzigen MeBpunktes zu groB ist, 
wurde bei den vorliegenden Messungen nur ein annadhernd druckkon- 
stanter Zustand, wie er nach zehn Minuten erreicht ist, abgewartet. 
Das Ionisationsmanometer ist dann zur. Eichung bzw. zur Messung 
bereit. Es werden jetzt in wechselnder Folge das Kaltkathodenmano- 
meter und das Gliithkathodenmanometer in Betrieb genommen, und zwar 
jeweils nur so lange, wie es zur raschen Ablesung der MeBinstrumente 
(4 sec) erforderlich ist. Die Messungen kénnen dann als einwandfrei 
gelten, wenn sie innerhalb weniger Prozent reproduzierbar sind. Nach 
einer kritischen Untersuchung iiber das Verhalten verschiedener Ioni-_ || 
sationsmanometertypen von BIRKENSCHENKEL [12], der unter anderem | 
die soeben beschriebene Arbeitsweise an der auch hier verwendeten 
Apparatur studierte, betragt die Unsicherheit der Druckmessung mit 
dem Glihkathodenmanometer unter Einrechnung des durch die Eichung 
mit dem MacLrop-Manometer bedingten Fehlers 7°4. Rechnen wir 
weitere 3% Ungenauigkeit in der Eichung des Kaltkathodenmano- 
meters mit dem Gliihkathodenmanometer, so ist die Unsicherheit einer | 
Druckmessung mit dem Kaltkathodenmanometer etwa 10%. Dabei | 
muB8 allerdings vorausgesetzt werden, daB die noch zu besprechenden | 
MOglichkeiten grober Fehler vermieden werden. Die gemachten An- | 
gaben der MeBgenauigkeit beziehen sich auf den Bereich 10—4 bis etwa 
10—? Torr. Uber die Drucke unterhalb 10’ Torr lassen sich aus den in 
Abschnitt 3 c genannten Griinden keine Angaben iiber die MeBgenauig- 
keit machen. Im Bereich 10~4 bis 10-1 Torr, wo das MAcLEop- 
Manometer verwendet wird, betragt die Unsicherheit etwa 4°%. 

Die beiden genannten Stéreffekte der Gasaufzehrung und -abgabe 
spielen selbstverstandlich auch beim Kaltkathodenmanometer eine Rolle. 
Ihr EinfluB wird jedoch auf ein tragbares MaB reduziert, wenn man | 


nach den Methoden I und II arbeitet und dabei den Strom nach er- | 


folgter Ziindung auf einen geringen Wert (maximal 10-7 A) mit Hilfe 
eines Vorwiderstandes begrenzt. Die Daten der Ziindung (B, bzw. U) | 
sind dann innerhalb 2°, reproduzierbar. Man hat noch die MOglichkeit, |} 
die Messung des Ziindeinsatzes dadurch zu kontrollieren, daB man die 
Werte B bzw. U bestimmt, bei denen die Entladung wieder abreiBt. 
LaBt man allerdings nach der Ziindung wesentlich héhere Stréme zu 
als 10-7 A, so kann eine Art Zieherscheinung auftreten, die bewirkt, {ff 
da} die Daten des AbreiBens wesentlich niedriger (bis zu 10%) sind, || 
als die Daten der Ziindung. Eine weitere Schwierigkeit, die insbe- 
sondere bei den Methoden I und II auftritt, riihrt von der Tatsache 
her, daB Ziindspannung und magnetische Ziindfeldstarke von der Riick- 
fiihrungsgr6Be J” und damit vom Zustand der Kathode (absorbiertes 
Gas, Gasbeladungen, Fremdschichten) abhangen. Die Reproduzier- 


barkeit der Messungen ist daher nur dann gewahrleistet, wenn sich die |! 


Kathode in einem definierten Zustand befindet. Deshalb wurden die | 
Rohre vor Beginn der MeBreihe, wie erwahnt, ausgeheizt und die Metall- 
teile auf Rotglut erhitzt. UnterlaBt man diese Vorkehrungen, so kénnen 
erhebliche Fehler entstehen. Versuche an einer nicht ausheizbaren 
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Apparatur mit Oldiffusionspumpen (Treibmittel Apiezonél bzw. 
Silicon) ohne Kitihlfalle zeigten nach mehrwéchigem Betrieb Fehl- 
messungen des Druckes um eine GréBenordnung. Diese offenbar durch 
adsorbierte Fremdschichten aus Zersetzungsprodukten des Treib- 
mittels verursachten Fehler lagen in dem Sinne, daB der wahre Druck 
um den genannten Betrag héher war als der aus der unter sauberen Be- 
dingungen gewonnenen Eichkurve ermittelte Wert. Fehler solchen 
AusmaBes treten allerdings auch beim Gliihkathodenmanometer auf, 
wenn es der Einwirkung von Verunreinigungen ausgesetzt ist [13]. 

Wird mit dem Kaltkathodenmanometer nach Methode ITI gearbeitet, : 
wo die Druckmessung auf eine Strommessung zuriickgefiihrt wird, so 
treten die Effekte der Gasaufzehrung und -abgabe deutlich in Erschei- 
nung. Man geht daher in derselben Weise vor wie beim Gliihkathoden- 
manometer, indem man das Rohr sich ebenfalls auf einen annahernd 
druckkonstanten Zustand einstellen l4Bt, wie er nach zehn Minuten 
erreicht ist. Dann erfolgt die eigentliche Messung, bei der, wie erwahnt, 
durch abwechselndes Einschalten des Glithkathoden- und Kaltkathoden- 
manometers die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse kontrolliert wird. 
Der EinfluB von Fremdschichten ist bei dieser Methode wesentlich ge- 
ringer als bei den ersten beiden Methoden, da einerseits der EinfluB der 
Zindspannung auf die GrdéBe des gemessenen Stromes unter den ge- 
wahlten Bedingungen nicht gro ist (siehe spater) und andererseits etwa 
entstandene Fremdschichten auf der Kathode (Kohlenwasserstoffe, 
Metalloxyde) sich unter dem Einflu8B des Ionenbombardements wieder 
veriliichtigen (Kathodenzerstaubung). 

Bei der Methode IV schlieBlich, wo die Druckmessung auf die Messung 
des Spannungsabfalles am Rohr bei im Vergleich zu Methode II 
niedrigem Strom (10~§ ... 10—° A) zuriickgefiihrt wird, wirken sich die 
Effekte der Gasaufzehrung und -abgabe kaum stérend aus. Ebenso 
wenig konnte auch eine St6rung durch Fremdschichten offenbar wegen 
der dauernd stattfindenden Kathodenzerstaubung festgestellt werden. 

Bei der gewahlten Elektrodenanordnung wurden Spriinge in der 
Strom- bzw. Spannungsanzeige niemals beobachtet. Diesem Umstand 
ist es zuzuschreiben, daB die Druckmessung mit Hilfe des Kaltkathoden- 
manometers auch auf das Gebiet des Vorvakuums (insbesondere nach 
Methode IV) ausgedehnt werden kann. 


3. MeBergebnisse. 
a) Methode I. 


Bei dieser Methode geht man in der Weise vor, daB man eine be- 
stimmte Spannung U an das Rohr legt und die magnetische Induktion 
solange vorsichtig steigert, bis die Entladung ziindet. Die magnetische 
Induktion B, bei der die Entladung ziindet, ist dann ein MaB ftir den 
Druck. Wie aus dem Verlauf der Ziindkennlinie (Abb. 1 a) zu entnehmen 
ist und wie es auch die mit Rohr J und Argon als Fiillgas ausgefiihrten 
Messungen (Abb. 3) zeigen, hangt der MeBbereich von der Wahl der 
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Spannung U ab. Bei U=1 kV umfaBt der MeBbereich 2- 10—1 bis 
10-4 Torr, bei U = 3 oder 5 kV 10—? bis 10-8 Torr. Die bei 3 bis 5 kV 
erhaltenen Eichkurven sind in der Darstellung lg 6 — B bei Drucken 
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Abb. 3. Magnetische Ziindfeldstarke B als Funktion des Druckes p bei verschiedenen Spannungen. 
Methode I. Rohr J, Argon. 
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Abb. 4. Magnetische Ziindfeldstarke B als Funktion des Druckes p bei Argon und Luft. Methode I, Rohr J. 


< 10-3 Torr praktisch gerade Linien, deren theoretische Deutung in | 
der Arbeit [2] gegeben wurde. Der Verlauf der Eichkurve hangt be- 
trachtlich von der Art des verwendeten Fiillgases ab (Abb. 4), da die 
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Eigenschaften des Fiillgases (Ionisierungsspannung und -wahrschein- 
lichkeit, Wirkungsquerschnitt, Riickftiihrungsgr6Be) die Daten der 


\} Ziindung mit bestimmen. 


b) Methode IT. 


Hier stellt man eine bestimmte magnetische Induktion B ein und 
erhoht die Spannung solange, bis die Entladung ztindet. Die Ziind- 
spannung U, ist dann ein MaB fiir den Druck. Der MeBbereich hangt 
von der Wahl der magnetischen Induktion ab (Abb. 1). Er ist bei 
| Rohr J (Abb. 5) bei B = 400 G 10~ bis 10—4 Torr und bei B = 1800 G 
10—! bis 10-8 Torr. Bei hinreichend hohen magnetischen Induktionen 
(z. B. 1800 G) ist die Eichkurve in der Darstellung log # — U, bei 
Drucken unterhalb 10—8 Torr praktisch eine Gerade, die in der Arbeit [2] 
theoretisch gedeutet wurde. Auch bei dieser Methode hangt der Verlauf 
der Eichkurve aus den unter a) genannten Griinden stark von der Art 
des verwendeten Fiillgases ab (Abb. 5). 
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Abb. 5. Ziindspannung U, als Funktion des Druckes p bei verschiedenen magnetischen Induktionen. 
Methode II. Rohr J, Argon und Luft. 


Der Vorteil der Methoden I und II ist, daB wegen der praktisch 
stromlosen Messung Stérungen durch Gasaufzehrung oder -abgabe weit- 
gehend vermieden werden. Diese Tatsache kann bei der Untersuchung 
von Sorptionsvorgangen z. B. an Gettern in abgeschlossenen Rohren von 
Bedeutung sein. Nachteilig ist, daB der MeBvorgang nicht kontinuterlich 
und trigheitslos erfolgt, wie es z. B. bei der Undichtigkeitssuche bei 
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Vakuumsystemen erwiinscht ist. Auf den stérenden Einflu8 von Fremd- | 
schichten wurde bereits hingewiesen. | 


c) Methode ITT. 


Bei dieser Methode legt man iiber einen Vorwiderstand R eine | 
Spannung Uy an das Rohr und miBt bei gegebener magnetischer Induk- | 
tion B den in der Entladung flie8enden Strom, der ein MaB fiir den Druck | 
ist. Der Vorwiderstand (R = 1 MQ) hat den Zweck, den Strom bei | 
hohen Drucken (> 10—3 Torr), wo die Strom-Spannungscharakteristik | 
fallend ist, auf einen héchstzulassigen Wert zu begrenzen. Bei Drucken | 
unterhalb 10—3 Torr ist die Charakteristik steigend, so daB hier ein Vor- 
widerstand an sich nicht erforderlich ist. Wegen des Spannungsab- | 
falls am Vorwiderstand biegen die Eichkurven (Abb. 6) bei etwa | 
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Abb. 6. Strom J als Funktion des Druckes > bei den drei Rohren J, IJ, IJI. Methode III. Un = 5 KV, : 


R= 1 MQ, Argon. 


10-4 Torr nach Art einer Sattigung um und zeigen bei 10—2 Torr einen 
vom Gasdruck praktisch unabhangigen Strom. 10—2 Torr jst damit die | 
obere Grenze des MeBbereiches. Die untere Grenze des MeBbereiches | 
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hangt von der Wahl der magnetischen Induktion B und der Spannung ne 
ab. B bzw. Uy miissen auf alle Falle gréBer als die zur gewiinschten 
unteren Druckgrenze gehdrigen Minimalwerte Bmin bzw. Uymin sein 
(Abb. 1 6). Zur Wahl von B und Uy ist jedoch auBerdem noch folgendes 
| zu sagen. Die Strom-Spannungscharakteristik ist fiir < 10—% Torr 
‘Pp nach der Arbeit [3] 


i 


 C hangt von den Ionisierungseigenschaften des Gases, den Abmessungen 


‘| der Anordnung und von B ab. Da die Ziindspannung U, vom Druck 


‘| abhangt, ist sie aus praktischen Griinden anzustrebende Proportionalitat 
| zwischen J und / bei gegebenem U, grundsatzlich nicht zu erreichen. 
Dennoch wird man danach trachten, die Abweichung von der Pro- 
portionalitat méglichst gering zu halten. Zu diesem Zweck ist U, groB 
_ gegen U, zu wahlen. Der Wert U, ist aber nach oben dadurch begrenzt, 
daB bei Spannungen zwischen 7 und 10 kV an den scharfen Randern 
_ der Bohrungen und Schweifstellen der Kathode eine Feldelektronen- 
emission auftritt. U, wurde daher zu 5 kV gewahlt. Um den Wert U, 
' moglichst niedrig zu halten, ist B so hoch zu wahlen, daB U, in dem ge- 
samten zu erfassenden Druckbereich auf dem nur sehr flach ansteigenden 
unteren Ast der Ziindkennlinie liegt. U, ist dann von Um» nur wenig 
verschieden: bei Rohr JJZ im Druckbereich 10~%... 10~®8 Torr maxi- 
mal 10%. MHinsichtlich gerade dieser Eigenschaft erweist sich, wie in 
der Arbeit [2] dargelegt wurde, die kurze zylindrische Elektroden- 
anordnung als besonders giinstig. Bei den bereits genannten Werten von 
Uy) = 5kV und B = 2460 G ist z. B. fiir Rohr JJJ mit Argon als Fiillgas 
und ~ < 10~4 Torr auf Grund der obigen Gleichung eine Eichkurve zu 
erwarten, die sich angenahert durch das Potenzgesetz J ~ ph dar- 
stellen lat. Bei dieser Berechnung sind die bei B = 2460 G gemessenen 
Werte der Ziindspannung verwendet worden. Die Messungen an 
Rohr J//, die in doppelt logarithmischer Darstellung in Abb. 6 einge- 
tragen sind, weichen im Bereich 10~* bis 10~? Torr deutlich von der 
459-Linie ab und erfiillen offenbar das errechnete Potenzgesetz. Die Ab- 
weichung der gemessenen Eichkurve in diesem Druckbereich von der 
459-Linie ist allerdings nicht sehr erheblich. Wird z. B. der Druck im 
Verhiltnis 1 : 10 erhoht, so wachst der Strom im Verhaltnis 1 : 11 an. 
» Diese 10% Abweichung von der Proportionalitat pro Dekade iibersteigt 
kaum die selbst sorgfaltig ausgefiihrten Druckmessungen ohnehin an- 
haftende Unsicherheit. 
d Die ersten Messungen nach der in Rede stehenden Methode III 
wurden an den Rohren J und JJ mit Argon als Fiillgas und B = 1290 G 
ausgefiihrt. Hier ist B entsprechend den in [2] mitgeteilten Ziindkenn- 
linien so beschaffen, da8B U, nur bis zu Drucken von etwa 10~® Torr 
herab auf dem unteren Ast der Ziindkennlinie liegt. Bei niedrigeren 
Drucken riickt U, auf den ansteigenden Teil der Ziindkennlinie. Dem- 
entsprechend finden wir auch nur im Bereich 10~* bis etwa 10=%- Torr 
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einen geradlinigen Verlauf der Eichkurve, wahrend in Richtung niedriger || 
Drucke der Strom wesentlich starker abfallt als der Druck. Weiter |] 
zeigen die Messungen, daB die Eichkurve bei Rohr JJ bis zu einem | 
niedrigeren Druck geradlinig verlauft, als es bei Rohr J der Fall ist. | 
Diese Tatsache diirfte ihre Ursache in der Inhomogenitat des magne- | 
tischen Feldes haben (Abb. 2). Wird namlich der Druck immer weiter || 
erniedrigt, so wird von einem bestimmten Druck ab ein Zustand erreicht, 
wo die Entladung nicht mehr tiber die ganze Lange des Kathoden- 
zylinders brennt, sondern sich auf die Mitte, wo das Magnetfeld am | 
starksten ist, zusammenzieht. Das dadurch bewirkte Abnicken der Eich- || 
kurve von der Geradlinigkeit 4uBert sich dann bei dem langeren Rohr TJ | 
bereits bei einem hdheren Druck als bei dem kiirzeren Rohr JJ, da bei | 
beiden Rohren die gleiche Spule verwendet worden war. 
Aus diesen Erfahrungen ergibt sich, daB sich die Eichkurve auch in } 
Richtung kleinerer Drucke als 10~* Torr geradlinig gestalten l48t, wenn | 
man erstens das Magnetfeld homogener und zweitens den Wert B 7; | 
(vz = Kathodenradius) gréBer als bei den soeben besprochenen Ver- | 
suchen macht. Diese Uberlegung fiihrte zur Konstruktion des Rohres J/I 
und des dazu gehérigen permanenten Magneten. Hier betragt die | 
maximale Abweichung der magnetischen Induktion von ihrem Hoéchst-> 
wert innerhalb des Entladungsraumes 5°%, wahrend sie bei Rohr J. 
23% betrug. AuBerdem ist hier B rz 2,4-mal gr6Ber als der entsprechende | 
‘Wert bei Rohr 7. Unter diesen Verhaltnissen ist nach MaBgabe der ge- | 
messenen Ziindkennlinien bei Rohr JJZ zwischen 10—4 Torr und den | 
kleinsten, mit Hilfe der verwendeten Apparatur erzielbaren Drucken } 
eine geradlinige Eichkurve zu erwarten. Diese Erwartung ist bis zu] 
etwa 10~7 Torr herab erfiillt (Abb. 6). Bei noch niedrigeren Drucken } 
findet man aber auch bei Rohr J/J einen Knick in der Eichkurve | 
(Abb. 7). Ein Nichtausreichen der magnetischen Induktion diirfte als 
Ursache kaum in Frage kommen. Es ist vielmehr an folgende Er-|} 
klarungsméglichkeit zu denken. 
Kritische Untersuchungen tiber das Verhalten des Gliihkathoden- | 
manometers [13, 14] haben ergeben, daB dieses Gerat im Gebiet des 
Grenzvakuums (< 10~7 Torr) nicht mehr einwandfrei arbeitet. Es zeigt if 
hier einen héheren Druck an, als er tatsdchlich vorhanden ist. Diese} 
Tatsache wird durch die R6ntgenstrahlhypothese von NoTrinGHaM [13], |} 
ebenso wie auch durch die Ionenwolkenhypothese von ScHWARz [10]]] 
zu erklaren versucht. Quantitative Angaben iiber das AusmaB der Fehl- 
messung des verwendeten Glithkathodenmanometers bei sehr niedrigen|| 
Drucken sind leider nicht méglich. Immerhin kénnte die Richtung des jf 
Abweichens der Eichkurve des Rohres JJ vom geradlinigen Verlauf bei 
Drucken unterhalb 10~? Torr durch die genannte Tatsache verstanden)| 
werden, daB das Gliihkathodenmanometer in diesem Druckgebiet zuill 
hohe Drucke angibt. Messungen mit den in neuerer Zeit von METSON [14] | 
und BAyARD und ALPERT [15] zum Zwecke der Vermeidung der ge-f 
nannten Fehlerquellen konstruierten Glithkathodenmanometern waren} 
sehr erwiinscht, konnten jedoch noch nicht ausgefiihrt werden. | 
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Die Verwendung des Rohres JJJ als Manometer bei feldelektronen- 
mikroskopischen Untersuchungen des Verfassers [4, 5] ergab, daB im 
gut entgasten Zustand sowohl des Feldelektronenmikroskops wie des 
Manometerrohres letzteres noch einen Strom von 6: 10—!° A anzeigte. 
Dies wiirde bei Extrapolation des geradlinigen Teiles der Eichkurve 
einem Druck von 1 - 10~® Torr entsprechen. Dieser Wert ist im Einklang 
mit der Abschatzung des Druckes aus der zeitlichen Anderung des 
Emissionsstromes im Feldelektronenmikroskop nach den Angaben von 
E. W. MULLER [16] und DRECHSLER [17]. Eine untere Druckgrenze des 
Existenzbereiches der selbstandigen Entladung im Magnetfeld konnte 
nicht gefunden werden. 
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Abb. 7. Strom J als Funktion des Druckes bei verschiedenen Fillgasen: Argon, Luft, Wasserstoff. Methode 
Ill. Rohr IJ, Up =5kV, R=1MQ, B= 2460 G. 


Ahbnlich wie der Ionenstrom beim Gliihkathodenmanometer ist auch 
der im Kaltkathodenmanometer flieBende Strom unter sonst gleichen 
Bedingungen von der Art des Fiillgases abhangig. Dies zeigen die Eich- 
kurven Abb. 7 fiir Argon, Luft und Wasserstoff. Bei gegebenem Druck 
verhalten sich die Stréme des Kaltkathodenmanometers bei den drei ge- 
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nannten Gasen wie 1,35:1:0,27. Die entsprechenden Werte beim | 


Glihkathodenmanometer sind 1,22:1:0,32 [13]. Die anndhernde || 


Ubereinstimmung der beiden Zahlenverhaltnisse deutet darauf hin, daB_ | 
die Ursache fiir die Abhangigkeit des Stromes von der Gasart bei beiden | 
Manometertypen die gleiche ist. Beim Glithkathodenmanometer ist | 
diese Ursache die Abhangigkeit des Wegintegrals der spezifischen | 
Ionisation (lonenpaare/em Weg) von der Gasart. Beim Kaltkathoden- 
manometer konnen die Verhaltnisse erst dann genauer diskutiert werden, 
wenn eine befriedigende Theorie der Strom-Spannungscharakteristik 
vorliegt. Bemerkenswert ist noch, da die Eichkurven auch bei Luft und 
Wasserstoff eine geringe Abweichung von der 45°-Neigung zeigen. Als 
Exponenten des oben genannten Potenzgesetzes findet man fiir Luft 
n = 1,05 + 8% und fiir Wasserstoff und Argon » = 1,04 + 3%. 


d) Methode IV. 


Um das Manometer in der Ausfiihrung des Rohres IJ auch im Be- 
reich des Vorvakuums (10! bis 10—3 Torr) anwenden zu kénnen, be- 
grenzt man den Strom durch einen sehr 
hohen Widerstand (z. B. 5-108Q bei 
Uy = 5 kV) auf einen entsprechend ge- 
ringen Wert (10— bis 10—> A) und miBt 
den Spannungsabfallam Rohr (Abb. 1d). 
Rohr II, Argon Durch einen Umschalter lat sich die 
4 oe #-5.10%@ |  Schaltung der Methode III in die- 

jenige der Methode IV iiberfiihren, so 
daB mit ezwem Manometerrohr der ex- 
trem weite MeBbereich zwischen 1071 
und unterhalb 10~* Torr erfaBt werden 
kann. Abb. 8 zeigt die Eichkurve von 
Rohr J/7 mit Argon als Fiillgas im Be- 
reich 10—! bis 10—* Torr. 

Der Vorteil der Methoden III und 
IV gegeniiber den Methoden I und II 
ist vor allen die tragheitslose Anzeige 
von Druckanderungen, wie sie bei 
vielen vakuumtechnischen MaBnahmen 
S00 7000 Volt (Ausheizen, Aufdampfen, Undichtig- 

te* keitssuche) in hohem MaBe erwiinscht 
he ee als ist. Auf die als Nachteil zu verzeich- 

Rohr II. Uy = 5 kV, R =5°10°2, nenden Wirkungen insbesondere der 

Bim LOW Gr eeons Gasaufzehrung und -abgabe wurde 
bereits hingewiesen. 

Bei den mitgeteilten Messungen wurde mit einer Gleichspannung 
hefernden Spannungsquelle und mit einem magnetischen Gleichfeld ge- | 
arbeitet. Da die Manometerréhre selbst als Gleichrichter [6] wirkt, 
kann auch hochgespannte Wechselspannung anstatt Gleichspannung 


10? 


10% 
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‘| verwendet werden. Da ferner die Eigenschaften der Entladung unab- 
| hangig von der Richtung des Magnetfeldes sind, kann auch ein magne- 
tisches Wechselfeld anstatt eines Gleichfeldes zur Anwendung kommen. 
Selbstverstandlich andert sich der Verlauf der Eichkurven beim Uber- 
| gang von Gleich- zu Wechselspannung bzw. von magnetischem Gleich- 
'| zu Wechselfeld. AuSerdem ist zu berticksichtigen, daB der Verwendung 
des Kaltkathodenmanometers beim Betrieb mit z. B. 50-periodiger 
Wechselspannung infolge der verhaltnismaBig groBen, dem Druck in- 
direkt proportionalen Laufzeit der Elektronen bei einigen 10—-* Torr 
eine untere Grenze gesetzt ist [3]. 


Herrn Dr. Ing. O. Wo.rr danke ich auch an dieser Stelle fiir wert- 
 volle Diskussionen und Hinweise in technologischer Hinsicht und Herrn 
Dipl.-Ing. H. BIRKENSCHENKEL fiir Unterstiitzung bei der Ausfiihrung 
der Experimente. 


| Forschungsstelle fiir Elektronenmikroskopie. 
| Graz, RechbauerstraBe 12. 
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Summary. 


In the first part the author discusses the fundamental equations of hydro-+ 
dynamics and their limitations. Next, the procedure of EpstTrern, valid in the 
domain of small macroscopic velocities of motion, is generalized to any Macui 
number. In the domain of free molecule flow with intermolecular collisions, a 
new approximation solution is proposed. In the last part, the bordering domain} 
of slip-free molecule flow is considered and new slip boundary conditions are derived. 


Introduction. | 


Let the symbol “‘?”’ denote the mean free path and “‘a’’a characteristic} 
dimension of an object moving with a certain speed in a fluid. Then, , 
the region where //a < 1 is characterized as the one of ordinary gasy 
dynamics. In that region the system of NAvrER-STOKES equations off 
motion, continuity and energy, derived fundamentally on the basis of} 
mechanics of continuum is assumed to be adequate enough to describe} 
the status of the motion. The associated boundary conditions are welll} 
known. A particular solution of the system in question must satisfy} 
the following conditions: 

(i) if the viscous, incompressible, or compressible fluid extends to4 
infinity, the values of the velocity, density and temperature must b 
specified at infinity; | 

(ii) all of the fluid particles which are adjacent to any solid surfacey 
have the same vector velocity and temperature as the corresponding 
elements of the solid boundary. 

The second condition requires that there be no flow normal to any} 
solid surface, and that there be no slip between the fluid and the wall.| 
The experiments of KNUDSEN [19, 20, 21]1, KunptT and WaRBuRG and} 
others, have established that this “non-slip” condition is valid if thedh 
mean free path of the gas is completely negligible relative to the 
characteristic macroscopic dimension. Hence, for a rarefied gas, the 


4 


| 
i) 


| 


* Dedicated to Professor L. Fram on his 70th Birthday. 
1 The numbers in brackets refer to the list of references on pp. 256 and 257 
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“non-slip” condition must be replaced by some relation which specifies 
the slip velocity of the gas relative to the solid wall. The region l/a < 1 
| up to = I, say, can be characterized as that of slip flow and of hyper- 
“sonics in rarefied gases. The phenomenological assumption of A. 
| Basset [la] specified that the slip velocity be proportional to the 
shearing stress at the wall. Similarly, the experiments of VON Smo- 
LUCHOWSK1 [29] have shown that in a rarefied gas there exists a “‘tem- 
‘| perature jump” between the wall temperature and the temperature of 
the gas layer immediately adjacent to the wall, and that, to a first 
approximation, this temperature jump is proportional to the temperature 
gradient (normal to the wall) which exists in the gas at the vicinity 
| of the wall. 

It is today generally assumed that in this region the NAVIER-STOKES 
- equations seem inadequate to describe the status of motion of a body 
ina gas. The fundamental concepts of the kinetic theory of gases must 
be used. Before going into details, some general remarks on the subject 
| of the kinetic theory of gases seem to be in order. The aim of statistical 
mechanics is the derivation of the macroscopic properties of matter from 
the microscopic properties of molecules. The term includes, according 
to recent practice, nonequilibrium as well as equilibrium states [8, 9, 


'Y p. 456]. Also, insofar as it is possible, the results of macroscopic observa- 


* tions should be derived rather than merely shown to exhibit a logical 
structure similar to that of some arbitrarily chosen model. In equilibrium, 
the classical theory of statistical mechanics gives an essentially complete 
answer, but much still remains to be done in nonequilibrium. As is 
'} well-known, conventionally, statistical mechanics and thermodynamics 
} are based on energy and fluid dynamics on momentum as well as energy; 


‘| while the other integrals of classical particle dynamics, notably the 
‘| angular momentum, are usually ignored or relegated to a footnote. 
‘> Some interesting results of the generalized theory including a complete 


set of integrals were obtained by GRaAp [9]. He found it possible to give 
a more rational presentation to the whole of classical statistical 
_ mechanics. 

The remarks below are limited to a discussion of the behaviour of 


+ rarefied gases consisting of monatomic molecules. A careful analysis of 


the derivation of the BorTzMANN equation shows that the following 


assumptions are used: (1) point molecules; (2) complete collisions; 


(3) a slowly varying distribution function, F; and (4) molecular chaos. 
The first assumption states that there exists a time interval dt which is 
| large compared to the average duration of a collision, t*, but is never- 
} theless small compared to the average time between collisions, 7: 
) <* <dt<t. The third assumption, which is of some interest in the 
present work is that F does not vary appreciably over the distance 
covered by the average molecule in the time d. This restricts F to be 
essentially constant over a distance comparable to the size of a molecule, 
but imposes no restriction on the variation in F over distances comparable 
to the mean free path. In particular, flows around objects of molecular 
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size cannot be handled by the BortTzMANN equation, but object dimen- | 
sions of the order of a mean free path cause no difficulty [7]. The fourth | 
or molecular chaos assumption has special significance, for it cannot be ‘| 
given a simple physical interpretation. - Without this assumption, no || 
determined equation for F can result. The molecular chaos assumption i 
has been proved only for the equilibrium state [7, p. 350]. Intuitively 
any correlation between the velocities of two molecules which are not | 
in each other’s field would seem to arise from previous collisions between | 
the two molecules, or previous collisions of each with a third molecule, | 
etc. This suggests that in a rarefied gas in which collisions occur infre- | 
quently, the molecular chaos approximation would be accurate. Also, 
since it has been proved to be true for equilibrium, it would be expected | 
to be accurate near equilibrium. The considerations of why molecular } 
chaos must be assumed in the derivation of the BoLTzMANN equation | 
are given by GRAD [7, p. 350]. These remarks are based on [7]. 

It seems obvious from the nature of the assumptions underlaying | 
BOLTZMANN’s equation that one may expect some deviations between |} 
the solutions of this equation and the actual status of a gas in non- | 
equilibrium states, and that the question of what kind of nonequilibrium 
states exist to which this equation can be applied is more or less open. | 

The state of a physical system is given a rather flexible meaning | 
in practice; namely, whatever information about the system is thought | 
to be useful for the purposes at hand. Usually the state is determined | 
by giving the values of certain state variables. Depending on what 
variables are selected, more or less information can be given about the 
system; in other words, it is possible to describe a physical system on 
various levels of information [9]. To be a satisfactory description of a 
nonequilibrium state on any level, equations must be known which 
determine the variation in time of the variables of state once their | 
initial values are given. A solution of such a system of equations should 
be able to describe adequately the nonequilibrium state even if the. 
variables are subject to rapid changes. 

The distribution function F (¢;; x;;¢) (7,7 = 1, 2, 3), in the kinetic 
theory of gases, when multiplied by dé, dé, df, dx dydz gives the|| 
probable number of gas molecules which, at time /, are located in the | 
region of space between x; + dx; (j = 1, 2,3 or 4 = %, %=Y, %, =2) 
and have velocities between ¢; and ¢; + d¢; (i = 1, 2, 3). The above 
description should suffice for non-rotating spherically symmetrical | 
molecules with only one internal state. When only one kind of molecule, | 
of the type described above, is present, the distribution function, F, |} 
approximately satisfies the BoLTzMANN equation. Works on the 
BOLTZMANN equation by Hirpert, ENskoc, CHAPMAN, BURNETT and | 
others are confined to the region in which l/a < 1, or at most Ha<l. 
Their procedure consists essentially of expanding the distribution |} 
function F in powers of (J/a). These solutions are the thermodynamic |] 
approximations starting from the BoLTzMANN equation. In the first || 
approximation the left side of the BoLtzMANN equation is omitted and || 
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a nonlinear integral equation results, the solution of which is a 
MaXWELLian distribution function. The higher approximations satisfy 
inhomogeneous linear integral equations. It is to be expected that this 
procedure leads to an asymptotic solution, since the derivatives of the 
unknown functions are neglected in each approximation. The first 
approximation leads to the EULER equations for a compressible, inviscid, 
non-heat conducting fluid flow; the second approximation yields the 
NAVIER-STOKES equations and, the third approximation yields the so- 
called equations of slip flow or BURNETTs equations. The polynomials 
used in that approach are numerical multiples of SONINE’s polynomials, 
which arise in the study of BEssErs functions. 

The most promising solution of the BoLTzMANN equation was 
recently proposed by GRAD [7] using HERMITE polynomials. This 
solution may be considered to be between the thermodynamic and the 
full use of the BOLTZMANN equation. The reasons for the great difficulties 
in obtaining fully usuable solutions of this equation were explained 
above. From the few known solutions of the BOLTZMANN equation it 
seems probable that the type of analysis proposed by GRAD is preferable 
to the HILBERT-ENskoG method when considering rapidly changing 
flows, for example, the internal structure of a shock wave. From some 
rough calculations performed by GRAD it seems that when considering 
his third order approximation the flow velocity is allowed to change by 
20° of the sound speed in a mean free path and the temperature, by 
10% of its value in this distance. Such bounds as these may be rarely 
exceeded, the principal exception being strong shock waves. GRAD 
concludes that his thirteen moment expansion is accurate for all except 
such rapidly varying flows [7]. 

The regime of flow, in which //a >> 1 (> 10), is the “free molecule”’ 
regime. In this regime the collisions between the molecules of the gas 
may be neglected as compared to those with the object. Here one may 
include the works by KNUDSEN [19, 20, 21], VON SMOLUCHOWSKI [29], 
LORENTZ, EpsTEIN [6], CLAUSING, KUNDT and WARBURG (described in 
LorEgs book [22]), HEINEMAN [13], etc. Most of these works have 
proceeded without regard for the BOLTZMANN equation. The macro- 
scopic properties of the gas have been determined from considerations of 
the motion of the individual molecules along their trajectories. For the 
calculation of forces, one needs only consider the impact of a stream of 
molecules with a velocity and energy distribution determined by thermal 
equilibrium in the free stream, the MAxweLtian distribution. The 
re-emission of molecules from the surface is governed by the accomoda- 
tion coefficient. But the greatest simplification comes from the fact that 
one need not consider the distortion of the MAXWELLian distribution 
due to the collision of the re-emitted molecules with the molecules in 
the impinging stream. 

G. JAFFE [16. 18] developed a method of solving the BOLTZMANN 
equation which is valid for small values of a/J. The method consists 
of expanding the solution in a power series in a//. The first approximation 
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yields the ‘free molecular flow” and is obtained by solving the first order 
linear homogeneous partial differential equation which results when the 
collision integral in the BOLTZMANN equation is neglected. The higher 
approximations satisfy the corresponding inhomogeneous equations, 
and it is to be expected that the method will be useful when a/l < 1. 
In addition, a boundary condition on F at a solid or liquid surface is 
derived. KELLER [18] applied JAFFEs method employing a more 
general type of boundary condition. The first approximation of KELLER 
agrees with previous methods by yielding the free molecular flow. The 
only objection which can be raised against KELLER’s proposition is the 
lack of proof of convergence of the series he uses. 

The region between slip flow and free molecule flow is the realm of 
fluid mechanics where the collision between molecules and the collision 
of molecules with the wall are of equal importance. The problem is 
extremely complicated and no satisfactory theoretical solution has yet 
been offered. Some methods developed for the regime of free molecular 
flow have been modified to take some account of intermolecular collisions. 
It is not clear at present how modified “physical” approaches compare 
with the higher approximations determined by the method of KELLER, 
say. 

There is sometimes considered another approach to ‘‘NEwrToNian 
aerodynamics”. At high supersonic Macu numbers, particularly when 
the angle of attack is appreciable, the gas pressure forces on a body may 
be approximated in a simple manner on the basis of the concept of 
“NEwtTonian flow’. In Newronian flow it is assumed that the gas 
stream maintains its speed and direction unchanged until it strikes the 
solid surface exposed to the flow, whereupon it loses the component of 
momentum normal to the surface and moves along the surface with 
the tangential component of momentum unchanged. Thus, in this 
concept the shock wave is assumed to lie on, or follow, the surface of the 
body. The fundamental principle of the type of flow reaction is, of 
course, the concept of inelastic particles. The NEwrTonian approximation 
does not specify the pressure on surfaces that do not ‘‘see’” the flow, 
that is, surfaces on which gas dynamics would predict expansion flow. 
The values of the normal aerodynamic coefficients thus obtained are one 
half the values calculated for specular reflection. This type of flow is 
extremely unlikely and probably physically impossible. However, in 
this kind of flow the conditions of “hypersonic continuum” flow over a 
body are approximated. In continuum flow, the stream follows the 
surface of the body, and, as the flow speed increases, the shock wave 
approaches the surface of the body until it nearly lies on the body 
surface. 

In the region where J/a ~ 1, no results on drag have been derived 
so far. 

The aim of the present work is threefold. First, the procedure of 
EPSTEIN, valid in the domain of free molecule flow with a smail macro- 
scopic velocity of motion, is generalized to any MAcH number. Second, 
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‘in the domain of a free molecule flow with intermolecular collisions, a 
‘}/new approximation solution is proposed by means of the method used 
for the solution of VOLTERRA’s kind of equation. The proof of 
) convergence and uniqueness is presented and the first approximation 
‘is identical with the first approximation proposed by KELLER. In the 
last part of the work the bordering domain of slip-free molecule flow is 
attacked, following more or less the physical procedure proposed by 
EpstEIN [6] with fundamental modifications which transform the latter 
into a more rigorously mathematical process. The ultimate goal is to 
derive the slip boundary conditions in a form much more generalized 
than those proposed by BASSET, VON SMOLUCHOWSKi [29] and EPSTEIN 
} [6]. In this derivation the author uses the combination of GRAD’s 
| thirteen moment equations with a distribution distorted with respect to 
the MAXwELLian distribution. 


1. Fundamental Notions. 


7.7. Distribution Function. 


Assume that the molecules of the gas in question are rigid elastic 
spheres and consider these molecules having velocity components 
between & and + dé, y and 7 + dy, and € and ¢ + d¢ where &, yn, 
and ¢ represent the velocity components of a molecule along the 
{x, y, zt-axes. Geometrically considered, these may be represented as 
those molecules for which the velocity vectors drawn from a point 
(0, 0, 0) in the {&, 7, }-CaRTEsian system of coordinates all end in the 
small volume element ddd. Assume that some distribution law 
exists and let the number of molecules in an infinitesimal volume 

dE dyn dl = do, CET) 

in 4-dimensional space {x;;¢}, (7 = 1, 2, 3), (4, =%; %,=¥; %3=2), 
' having its center at the point {x;; f} be given by means of the velocity 
distribution function F 

F(E,n, 03 %;;t)dw =F(Ci; xj;t)dm (7,7 = 1, 2, 3), (1.1.2) 

im. the. 4€,9.4731}— space (1,4. 1, 2; 3). 

The distribution function F is the number density of molecules in the 
{C;; xj; } — phase space. This function F is positive, and it is convenient 
~ to introduce the mass density 
Ties a 2), (1.1.3) 
where the symbol m denotes the (invariant) mass of the molecule. 
- Consider the moments of the function F (or /) with respect to the 
variables ¢;. The zero’th moment is defined by 


atein= f emit dw =—mn, (1.1.4) 


where the symbol m denotes the number of molecules per unit volume; 
the integration is carried over the whole three-dimensional velocity 
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space, ¢;. The function fe—! is a normalized probability distribution. | 


The mean value of ¢; is 


Ug ( 4X4 t) = | C:fdo. (1.1.5) 


It is convenient to measure all higher moments with respect to the 
mean, and thus the intrinsic velocity is introduced; 


Clearly, 


[atdo =o. (LiL | 


Second and third moments are defined in Cartesian tensor notation by } 
Pay (4; t) = fac tao: (1.1.8)}} 


Salad = f eseeataon (1.1.9) 


By their definitions, the moments are symmetric in their subscripts. By |} 


contraction, the following tensors are produced (iy pavste 


dB es See (1.1.10) ) 


where the summation convention for repeated indices is used. 


The distribution function, / — and therefore all of its moments — 
is a continuous point function; these moments are now interpreted | 
physically. The function { is the mass density in {¢;; x;; 2} space; |} 
consequently, @ = {dw is the mass density in physical space. In | 
particular, @(x;;¢) is a smooth point function despite molecular } 


graininess, 


The mean velocity, 2;, equation (1.1.5), is defined to be the macro- a 


scopic flow velocity; ¢; f dx; dw is an element of momentum, therefore 
it follows that @ uw; is the momentum per unit volume. 


The temperature is by definition proportional to the mean kinetic | 


energy measured with respect to the flow velocity u;. Since there are 
only three degrees of freedom in a monatomic molecule, the kinetic 


ae : 
energy per unit mass is A RT, where R is the gas constant per unit 
“oles a all 
mass. An element of kinetic energy is 5 ©? fdx; di; therefore 
{7, p. 347]: 
3 1 hop 3 
gRT= 50" | I ly aay (1.1.11) 
by virtue of equations (1.1.8) and (1.1.10), or 
=RoT,. (1.1.12) 


ci(Ca; 4550) = C; — (x5 2). (1.1.6) | 


! 
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In other words, the temperature is a certain second moment of the 
3 


distribution function /. The symbol c? denotes the sum Oy Cen 


i=1 
conditions at rest the hydrostatic pressure, or briefly the pressure, at 
any point P is defined to be [5, p. 34}: 


resist. 
p=zec =4] cfd (1.1.13) 


where the symbol used denotes C? = €;2 = 2 + y2 + 2. In a motion, 
the pressure can be obtained from equation (1.1.11): 


l 7. 
f= | c? fda. (1.1.13 a) 
The temperature at rest is defined by the formula: 
3 1 — 1 i 
SaT amin in | CFid@e to== hy t; (1.1.14) 


where the symbol k denotes the BOLTZMANN constant (the same for all 
gases,{5, p. 37]. From equations (1.1.13) and (1.1.14) one easily gets the 
relations: 


pa=kmoiotl arn; pTaEi-tm | C8fdo. (1.1.15) 


The significance of the complete second moment, Pj, is revealed 
by noting that c; f dx; dm is an element of momentum in the 7 - direc- 
tion, and ¢;c¢;fdx;dw is the rate at which the 7 - component of 
momentum is transferred in the 7 - direction. In other words, 


1 | c; c;/ dw is an approximation to the stress tensor, since the 


physical meaning of the stress component is the transportation of a 
given component of momentum in a given direction. 

The contracted third moment, S;, can also be given a simple physical 
interpretation. Since 1/2 c?f/dx;dm is an element of kinetic energy, 
1/2 c; c2 f dx; dw is the rate at which kinetic energy is transferred in the 


pe IGILeCtiONn sand) 3, —= fo c2 f dw is twice the rate of transfer of kinetic 


energy per unit area with respect to the mean motion, w; or, simply, Si, 
is twice the heat flow (for rarefied gases). 
It is convenient to introduce the tensor #;; defined as 
bij = Pi — f Oi. 
The coefficient of viscosity uw is defined by the formula [5, p. LOL]: 


aS: Cl = a2na—32 o—2 (hm T)¥?, (1.1.16) 
w=5 20 ! 


DM M. 2 + Raerweaecean 


where / denotes the mean free path and @ and @ are constant. The 
conttionnt of thermal conductivity 8 given by the expression [A p. wa) 

R= OM, QA 
With @ being a constant, Ascunrag that q is constant, which & justified 
ta Some raghmes, gives the proportionality 4 ~~ a, . 

Ta the case where the molecules are assumed to be elastic sphereg, ” 

GRAD [T, pp. HQ, STL), derives the following relations hedweean the mean 
tree path and the coefticients af viscosity and heat conductivity: 


wm 3 (AGRA me (R DRE: QAASa) 
Ame TAR (BhxU = me (RT) M8Gy QQAsd) 


tee (QU2x et NY, N= earn, VAIS Q) | 


1.2 Hydredvnamic Eyuadions, 

Ifa Body moves ih a gag It exercises an daportant dafmence an the 

whole character of the motion af the gas mokkaukea, The hydrodyaanie 
expressions for the fact that the conditions af motion of the gas 

changed by the presence af the body cansists af the appearance af 

System af hydrodynamic stresses and heat flow. The faadamental 

equations of hydrodynamics are the allowing? equation af motion: 


* 


Hee Me ee > Or + AQ) =O) QA 

equations of continuity and state: ; 
Qs: = le my we Q; >= Re NS (1.2 a 

equation of energy: ; 
D Ree | 
Op; he DDH Pmt PRE He SNe KD A2QQ) | 


where the symbol DD i denotes the operater: 
D @ é 


> + Bem b wa | 
Di” & ~ S (aa 
Various forms of the equations far the stress teaser, A aad heat flux, | 
Venta, 3 Were proposed by NAVIES Sroaxes (oatiaaam), BoRerr” 
and GRAD (Kinetic theary, see (8), [T)) They are: 


| 


NAVIER-SPORES? 
. ; 
& = —]« (ee + QQ — yet OS Visa | 
| ea ni 
se ee—Ane Lad) 
Bernetr: | 
= — Bey t Kyte mag + Kate — OIA —ae— 


—2eam) + Kyat(e DFR + KyuetGe bi Fy | 
+ Kyu* (eT) Ty T; 4 Kyat i aaens UIWSa) | 
Tl 


a] 


; | 
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where the used symbols denote: 


4 
K,=4 (Et ytya) Ky=2; K,=3; 
K,=0; Ky=3Ty wr; ! pe (1.2.5 b) 
IL i — | 1 
C15 = gy (Mig 1 Mii) — yee O19; Ay=5 (Ay | Aji) g Aan Oi; (1.2.5 c) 


: 2 
Ge— — AT, + Ou" (9 T)>* a; Ts + 0,u" (0 TF) E (T uj3).¢ + 


+ 2 uj, r,| + [Gy 4" (0 2) pat, uw? oT Afeay + 0; wu? (oT)! Ty) es; 


(1.2.5 d) 
15 (7 et 45 45 
n= 3-7 tar) Fe MASE. 
Bo) 
6, = — 3; O,=3; i. —=8 en Tyna] ; (1.2.5 e) 


GRAD: 


il 2 
Dijt + (Daj Mr) + (s, Tht a tr s, + Pir Uj + Pir Mig — 


ps 2 if 
= 3 Prs Urs Oy + P\ Mig + Mii = Ure OP pe py = OF (1.2.6.4) 


See == (Si Ur).x += oe Uir aa = Se Uy i a = Uy,y =i 2k T Ping a 
267) Pir (R I) ,— 2 at Pir (prs — Ors),,s Sg 5p (R TL), a 
ie 2 Rp Kn ait (1.2.6 b) 


According to the kinetic point of view all the macroscopic characteristics 
of the gas are a result of the cooperation of the individual molecules. 
Thus there must be: 

the mass flowing across a unit area in the respective directions 
eae 1, 2,3): 


pum | ido: ay 
the components of the stress tensor: 
Py= by + poy= | aotdo, (1.2.8) 


the components of the heat flux vector: 


Sm 2q— f csctf don (L229) 
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As explained above, the systems of equations given above can be used 
in the case of a flow of a viscous, heat-conducting fluid in the following 
regimes: incompressible, compressible subsonic, compressible supersonic, 
hypersonic, slip flow and the bordering regime of slip-free molecule-flow 
to construct a link between these two regimes. 

Not cited here is the system proposed by TRUESDELL. This is due to 
fact that the coefficients (analogous to and 4) in TRUESDELL’s expansion 
are unknown, as yet, and possibly must be determined by experiment. 


1.3. Physical Nature of Molecular Impact. 


The momentum transmitted to the object each second depends 
partly on the way in which the molecules are reflected at the surface. 
Experiments show that at least three different types of reflection can 
occur depending on the state and nature of the surface, the kind of gas, 
the density of the impinging stream and the respective temperatures 
of the gas and surface. These are: specular reflection, diffuse reflection, 
and condensation and re-emission. For the sake of better understanding 
let us briefly mention the old hypotheses as well [6, p. 718]. 

Old hypotheses. 

Case (1). Specular reflection. In specular reflection, the components 
of the molecular velocity tangent to the surface remain unchanged but 
the component normal to the surface reverses its sign. As HEINEMAN 
(13, p. 260] points out, a certain amount of specular reflection is nearly 
always present. 

Case (2). Radial reflection. This hypothesis consists in the assumption 
that every molecule retains after reflection the absolute value of its 
velocity but is reflected in the direction of the normal to the surface. 
As pointed out by MILLIKEN [6, p. 716], such a law of reflection would 
violate the second law of thermodynamics. 

Case (3a). Diffuse reflection according to LENARD. In the diffuse 
case, the molecules are reflected from the surface in an absolutely 
random way, all traces of their past history having been lost; they 
obey a cosine law similar to that of a surface emitting radiant energy. 
According to LENARD, the molecules retain after reflection the absolute 
values of their respective velocities, but are distributed in all directions 
so that for every velocity there emerges in a solid angle dQ a number 
of molecules proportional to the value of dQ. Epstein [6, p. 717] shows 
clearly that such a hypothesis is no less in contradiction with the 
principle of entropy than (2) and is not permissible. 

New Hypotheses. 

Besides specular reflection, which is included into the category of 
new hypotheses, the following new hypotheses can be mentioned: 

Case (3). Diffuse reflection with conservation of velocity. The 
molecules retain the distribution which they bring with them, or in 
other words, every molecule retains after reflection its former velocity. 
The only difference from case (3 a) is that we have to take a different 
coefficient of the mean momentum [6, p. 718]. This hypothesis of 
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‘conservation of velocity treats the surface of a solid or liquid body as if 
‘Jit were rigid. 

Case (4). Diffuse reflection with accomodation. The collision of the 
{gas molecules with the surface in reality occurs with the individual 
‘molecules constituting that surface and results in an exchange of 
momentum and energy with the latter. The assumption which is 
physically most satisfactory is, therefore, that the gas molecules in being 
reflected accomodate themselves either completely or partially to the 
‘temperature of the reflecting surface. The energy exchange can be 
} expressed by means of an accommodation coefficient o, first introduced 
by VON SMOLUCHOWSEI [29] and KNuDSEN [19, 20, 21] and defined as 


o =(T—T") (T—T)-, 


where the used symbols denote: YT the temperature of the incident 
| stream of the gas; 7’ the temperature of a MAXWELLian distribution 
of reflected molecules which is in equilibrium with the surface, or briefly, 
that of the surface; 7”’ the temperature of the reflected stream. EPSTEIN 
} calls 7”’ the “effective temperature” of the surface, and assumes that 
all the impinging molecules are re-emitted from the same surface element 
| which they strike and that in leaving the surface they possess, with 
respect to their velocities and directions, a MAXWELL distribution 
} corresponding to the effective temperature of the part of the surface 
| they come from. EpsTEIN [6, p. 719] distinguishes two sub-cases. 

Case (4a). The body is a perfect thermal non-conductor. The energy 
balance must then be maintained for every surface element individually. 

Case (4b). The body is a perfect thermal conductor. In this case the 
energy balance need not be maintained for the individual surface elements 
and is obviously satisfied for the body as a whole if we assume that its 
temperature is everywhere the same as that of the gas. 

Case (5). Condensation and re-emission. The molecules condense 
on the surface for a time t after which they are re-emitted in a random 
way, tT varying from 10— seconds to hundreds of seconds. If t is 
sufficiently long, the accommodation is complete. If t is of the order 
of the time of impact, the temperature equilibrium with the surface 
' will not be reached and this case should properly be regarded as one of 
diffuse reflection. Thus, the difference between diffuse reflection and 
condensation and re-emission is not always clear-cut. In true condensa- 
tion and re-emission, the number of molecules emitted by the surface 
each second is not necessarily equal to the number that hit the surface 
each second. 


2. Free Molecule Flow. 


2.1. Distribution of Velocities in the Gas. 


EpstEIN [6, p. 711] calculated the resistance experienced by a 
sphere small in comparison with the mean free path at very low MAcu 
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number. Hence, this is free molecule flow at very low MacH number. 
Below, we shall generalize EpSTEIN’s approach to derive a theory of || 
motion of a sphere in free molecule flow at any MacH number. Such || 
spheres will obviously exercise no influence on the distribution of 
velocities among the molecules, and the distribution will be that of a 
gas at rest; that is, the MAXWELL distribution. Let the symbol ¢; || 
(¢ = 1, 2,3) denote the components of velocity of a molecule in the || 
directions x; (7 = 1, 2.3) of a coordinate system in which the macro- || 
scopic velocity of the gas is zero. The velocity distribution is not modified | 
by the impact with the body and there are no collisions between the || 
molecules in the free stream (non-existing) and the molecules re-emitted | 
from the surface of the body. The number of molecules having the | 
components of velocity between the values ¢; and ¢; + d£; (¢ = 1, 2, 3) |} 
is given by the expression 

Ne,dw = N (ha—})3? exp (—h C?) da, (2.1.1) |j 


where the symbols used denote: N the total number of molecules per | 
unit volume: / is a combination of the mass m of the molecule, the 
temperature T of the gas and the BOLTZMANN constant k:h =m(2kT)—. | 
We shall inquire as to the distribution of velocities from the point of | 
view of an observer moving through the gas with a constant velocity 
having the components e; U (i= 1,2,3) along the axes x, y, z, 
respectively. Now, if the obverver moves with a constant velocity U 
having components e¢; U (¢ = 1, 2, 3) in the directions »,1, then in the 
relative coordinate system, x; (2 = 1, 2,3), where the observer is | 
considered at rest [33, p. 660; 6, p. 712] the velocity components ¢; | 
of the molecule are given by equation (1.1.6) with «;=e,; U. Therefore, | 
in the new coordinate system, the number of molecules having the } 
velocity components between c; and c; + de; (i = 1, 2,3) is equal to} 
Nui de; = N (ha—})8? exp (—h V2) dei, (2.1.2) jj 

3 | 


where the symbols denote: V? = me (cs + & U)?, and de; = dc, dc, deg. 

t— 
This corresponds to equations (3 and 4) in EpsTEIn’s paper [6, p. 712], | 
or to equation (37) in TstEN’s paper [33, p. 660}. 


2.2. Number of Molecules Impinging on a Surface Element. 


EpsTEIN [6, p. 713] calculated the number of molecules striking, in || 
unit time, a surface element dS for the case of values of U so small that | 
he could restrict himself to the first power of U in the expansion of the } 
exponential function in equation (2.1.2). Below, the author follows} 
Ts1ENn’s calculation of this number for the case of an arbitrary value of U.\] 

Making use of the distribution law (2.1.2), we ask how many of the} 
mm Oleeule having ee evhanauen between ¢; ag o + de; willl 
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moment are lying in a cylinder constructed with the element dS as the 


} base and the altitude in the direction of the velocity having components 


¢; (¢ = 1, 2, 3) and having a length corresponding to the absolute value 
c of that velocity. The volume of this cylinder is equal to the product 
of the area of the base dS and the height — c,, and as the number of 
molecules per unit volume of the gas is N,;dc; (equation 2.1.2), the 
number of impinging molecules is 

Ne AC, = —N(ha—)8? ¢, exp (—h V?) dea dS. (2.2.1) 


The total number of impinging molecules is obtained by integrating 
expression (2.2.1) over all values of cy, and cs from — oo to + 00 and 
over all negative values of c,. Using the formulas given in the Appendix, 
one gets: 


foe) ++ 00 
eo 


0 = 
n = | ae | a | Neg des = 
ee) es : 


On) = 


N \e h)— exp [—A (e, U)?] + e, of a 2-1 | exp (— s?) is|t. 


0 


bol = 


(2.2.2) 
with 
fg He gt OF 
This is in agreement with equation (38) in TsIEN’s paper [33]. 

For later application it is necessary to compute the total number of 
impinging molecules 7, de striking the element with an absolute value 
of their velocity between c and c + dc. For finding m-,, introduce polar 
coordinates and put: | 

6 = COSY, €, =csin py cos.7 C,=csinysin y, (2.2.3) 


and for the volume element c? sin y dc dy dy. Hence, instead of equa- 


_ tion (2.2.1) one has: 


Nop, dc dy dy = —N (ha—)3/? c3 exp (—A V?) sinpcospdcdwdy, (2.2.4) 

with 

V2 = c?+ U2+ 2cU (e, cosy + egsinycos y + e,sinysin y). (2.2.4a) 
Integrating this expression over all directions of the impinging 

molecules, that is, over y from 0 to 2z and over y from 1/2” toz: 


22 ba 
7 


We Ge == [ ax [ roxdvac, (2.2.5) 


CY 


0 1/2% 


Equation (2.2.5) involves unusual definite integrals of exponential 
functions containing trigonometric functions. 

Assume that the macroscopic velocity is very small. Then one can 
neglect in equation (2.2.4a) the term U? in presence of the term c®. 
Moreover, expand the expression exp [—2hc U (e, cosy + é...)] 
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into a series and preserve only first two terms in that expression. This 
furnishes the formula derived by EpsTern for the case of a small macro- 
scopic velocity U [6, p. 713, between equations 9 and 10}. 


2.3. Momentum Transmitted by the Impinging Molecules. 


Our object is to calculate the component of the momentum, in a 
direction having the directional cosines a,’ (¢ = 1, 2,3) with the axes, 
that is transported by all molecules impinging on the surface element dS 
in unit time [6, p. 713; 33, p. 661]. An individual molecule has in that 

3 


direction the projection of momentum m ha a; c; For the surface 
i=1 

element with the x-axis as a normal, the total momentum per second 

per unit area transmitted by all the impinging molecules is 


0 +0 “p00 3 
M? — mf de, fay | Sra! Ci Nei Ag, (2.3.1) 
oy —co —o i=1 


with mi given by equation (2.2.1). The integration was performed by 
TsIEN (equation 44) with the result: 


“= 


i l 
uP =—Emnvt| (ae % U1 (e;a;') exp (— x?) + 


+ [ay' (24 U*)—? + e (ea4’)] 1 + 20-% [ exp (—s?) isl. (2.3.2) | 
0 | 


with x? = he,® U®. Instead of the constant # one may introduce the | 
mean velocity ¢ (proposed by EPSTEIN) or C; (proposed by TstEN) by | 
means of the relations: 


nhe®=4; AhCPZ=1; T2=2RT=2h0-. (2.3.3) | 


TstEN denotes ¢; as the most probable velocity of the molecules in the | 
free stream. If the element dS belongs to the surface of a sphere of | 
radius “a’’ moving through the gas with a velocity U, the normal to | 
this element will form with U some angle 9. Let us choose the direction | 
of the z-axis at right angles to the plane going through x and U; then |} 
we have ¢, = cos 0; e, = sin 0; e, = 0; let us determine the momentum || 
communicated to the surface element in the direction U (a,’ = cos 0; || 
@ =sin 6; a,’ = 0): 


és 1 
M! ds se AN {er U—! x exp (—A U* cos? 6) + 


“a 


x 


[ exp (—s?) is| dS, (2.3.4) || 


0 


+ cos 6 [(2h U2)—1 + fat -20-% 
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) with x? = h U? cos? §. The total momentum received by the whole 


surface of the sphere from the impinging molecules is the integral of 
| this expression over all the surface elements dS = a? sin 0 d0 dp - [6]: 


2a Ec 4 
MO = | dp | M® a@sin 6 d0. (2.3.5) 
0 0 


This expression represents the force of resistance which a sphere 
experiences in its motion through a gas as far as the impinging molecules 
are concerned, or in other words, the reaction of the impinging molecules 
on a sphere. To obtain the total resistance of the gas we must still add 
the reaction of the emerging molecules. 


2.4. Physical Nature of Molecular Impact. 

Case (1). Every molecule retains after reflection its old values of 
¢; (t = 2,3), but changes the sign of c,. In expression (2.1.2) this is 
equivalent to the statement that the reflected molecules will, therefore, 
have a stream velocity with the opposite sign of the x-component of the 
macroscopic velocity ; instead of e, we have to write (—e,) ;(—¢e, + ¢, VU)? = 
= (c,—e,U)?. Hence, from equation (2.3.2) we have: 


_ 


é 1 ato 1/ Y. y 
MS’ =—5mNU? {2 h)y—* U— (e;4 a;') exp (— x*) + 


+ fa,’ (2h U?)—1 + @,1 (e;44,;')] f +227-% i exp (— s?) ish , (2.4.1) 
i) 


Bath a" — 4 {e,1)? U2, and 2) =—~¢,, ¢7 = ¢ (4 = 2,3). Integration 
over the entire surface of the sphere (with a,’ = cos 6; a,’ = sin 0; 
m= (0) gives: 


22 ELA 
MY = a? [ dy f M® sin 6 d0. (2.4.2) 
0 0 


The total resistance of the sphere is now: 
M, = M“) + MY, (2.4.3) 


with M() given by equation (2.3.5). 

Case (2). If the surface element dS belongs to the surface of a sphere 
of the radius “‘a’’, the normal to this element forms with U some angle 6. 
The absolute value of the resultant velocity is equal to c. Consider the 
reaction of 1, dc reflected molecules having molecular velocities between 
c andc-+tdc. As each of them carries away the radial momentum mc, 
the total momentum carried away by this group from the element dS 
will be mcn,dcedS and the reaction on the element dS by all the 
molecules emerging from it with any velocity will be [6, p. 716): 

16* 
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io) 


MY dS =—m if cn, de dS, (2.4.4) 
0 
with 1, determined from equation (2.2.5). This force is directed normally ; 
in order to get the total force in the direction of the velocity U, take the 
projection in this direction by multiplying equation (2.4.4) by cos @ 
and integrate it over the whole surface of the sphere: 


20 mt eo) ; 
MY =—mat [ap [ sinde0s 6d9 x [cnede (2.4.5) |] 
i 6 5 


The total force is therefore: 
M, = M) + MY. (2.4.6) 


Case (3a). The mean momentum carried by a molecule of the 
velocity c is in the direction of the normal and has the absolute value 
2a n/2 


| 1 1 
Ema | coospa =} ma [ | ccospsinpaz dy = 3 me 
0 ‘0 5 


(2.4.7) 


Hence the whole difference between this case and the case of radial 
reflection is that we have to use the factor 1/2. Thus the total resistance 
in this case becomes: 


; 1 - 
Ms,= Ml) +5 Mg). (2.4.8) 


LENARD assumed that in a solid angle dQ the number of reflected || 


molecules is proportional to the value of dQ. EpstEIn [6] argues that 
this reasoning is incorrect. Namely, the cylinder constructed on the i) 
surface element, as shown in Section 2.2, must be considered. The | 
volume of this cylinder turned out to be cy dS = ccosy dS, so that the } 
probability of a given solid angle dQ is proportional not only to this | 
value but also to cosy; therefore, the mean momentum carried away i 
in the normal direction by molecules having the velocity ¢ is given by: | 


22 n/2 


« 


1 1 iit 2 
g mat i c cos? yp dQ = 5 ma—*¢ | | cos*y sin y dy dy = 3 Mc. 
00 | 
(2.4.8 a) jf 
Case (3). The only difference from case (3 a) is that we have to take | 
as the coefficient of the mean momentum not 1/2 but 2/3. Hence: | 


» | 
M, = Mw + 3 MY. (2.4.9) | 


Case (4a). Since the body is a perfect thermal non-conductor, this | 
simply implies that the energy balance must be maintained for every || 
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| surface element individually. Its temperature will increase or decrease 
until the energy carried off by the emerging molecules will be just equal 
9 the energy brought by the impinging ones. The constant h=h, 
of the distribution law will, therefore, be a function of the position on 
e surface of the body [6, p. 719]. Here h, = m (2k T,)—1, where T, 
s the absolute temperature of the reflected stream which can be 
d ined from the accommodation coefficient ¢. But due to the non- 
| uniformity in the distribution of the temperature on the surface, there 
May be a deviation from the normal value, mentioned already by 
‘Erstein 6, p. 719). Hence, write (A, + h’) = h, instead of h,. Moreover, 
| it is necessary to assign to the number of molecules emerging from a 
| surface element dS with velocity components between c; and c; + dc; 
4¢ = 1,2,3) an expression of the same type as the expression for the 
number of reflected molecules in Case (1), i. e., analogous to the 
® expression for 1, (equation 2.2.1): 
if ne? = Kc,exp(—h, V?), (2.4.10) 
| with 
; 3 
V2 = (c,—e, U)? + Ds (c; + e; U)?. 
2 
e coefficients K and h, are determined by the two conditions: con- 


se ation of number of molecules and conservation of energy [6]. 
The first condition is satisfied if the total number of emerging molecules, 


a 7o +72 
, (e 
win= fae, {ae [nf fig 
9 —to —2 


4 = Kx (2h?) Jexp [hy (1 U)2] 2A 63 U x 


x [ie + fox (— s?) is|} , (2.4.11) 


Wwith z*=h,(e7)?U? and ¢'=—e,, is equal to the number of 

) impinging molecules given by equation (2.2.2). Assume that the velocity 
| U is very small; then the term containing U may be neglected and the 
“exponential function in equation (2.4.11) can be represented by means 
|. of a series in which only the first term, equal to 1, is preserved. The 


temaining part can be expanded by means of “‘long division” and 
‘presented in the form 


gn? = Kx (2h?) (1— 2h, +...), (2.4.12) 


which is exactly the form obtained by Epstein [6, p. 719, above 
equation 23). Comparing equations (2.2.2) and (2.4.11) furnishes the 
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first condition for calculating K and f,. The second condition tells us 
that the energy transported to the unit element of the surface 
0 + 00 + 


im | doy f deg { cbnadey = (2.4.13) 


must be equal to the payed ee from it 


Im fis fale no al, = Les (2.4.14) 


The above integrals can be maleaeiea by means of formulas given in 
the Appendix. A comparison of equations (2.4.13) and (2.4.14) furnishes | 
the second condition for calculating K and /,. Moreover, we have to 
compute the momentum carried away by the reflected molecules. | 
Assuming, as before, that the x-axis is in the direction of the normal to | 
the element, we apply the formula ican to formula (2.3.1): | 


MY, =— mf dc, fi dc, i (2 y ai vo) m9 des, (2.4.15) | 


which may be calculated Be means of aura given in the Appendix. 
Assume the x-axis normal to the element dS and calculate the momentum 
in the direction of the normal: a,’ = 1, a,’=a,'=0. Integrating the 
projection of expression (2.4.15) (with a,’= 1, a,’ =a,’=0) on the 
direction of motion (and with e, = cos @) over the entire surface of the 
sphere gives: 


22 % 
M®. = a2 | ip | sin eos. M 400, (2.4.16) 
d ) 
an Mua = M+ MY, (2.4.17) jf 


In the formulas given above one can use the equality 0 = mN. 

Case (4b). In this case the energy balance need not be maintained 
for the individual surface elements and is obviously satisfied for the |} 
sphere as a whole if it is assumed that its temperature is everywhere ||) 
the same as that of the gas [6]. Therefore, drop the second condition, |] 
i. e. that of the conservation of energy, and put h’=0, h,=h,. i 
Equation (2.4.11) jointly with equation (2.2.2) gives the value of K || 
which, inserted into equation (2.4.15), furnishes the value of M‘{),. || 
Intergration over the surface gives: 


2a 7 
M§, = a? | ip | sin cos 0 ME a, (2.4.18) ) 
« Py | 


and ; ; ) 
May = M" + MY}, (2.4.19) |} 
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2.5. Discussion of the Results and Solutions of Other Authors. 


In the case of specular reflection the pressures due to the impact of 
molecules on a surface element, #;, and due to re-emission, #,, are given 
by equations (2.3.2) and (2.4.1), respectively. As is seen, only in two 
cases is p, = p;: when U = 0 or when e, = 0, Tsten (33, p. 662] 
maintains that in the case of a flat plate inclined at an angle 0 to a flow 
of velocity U, p, = f;. To obtain the correct values in the present case, 
assume a flat plate inclined at an angle @ to a flow of velocity U with 
the x-axis perpendicular to the plate: e, = sin 9; e, = cos0; e, =0; 
a, =—1; a, =a,’ =0; then equation (2.3.2) furnishes the result: 


l a: ts oe 
pi G 0 »| =n et e.sin exp (— U* co; “sin 70) 


4 . t2U—2 + sin? | [1+erf(Uc'sin6)], (2.5.1) 


with 
t 
erf (¢) = zw | exp (— s?) ds. 
0 


This result has already been obtained by TsIEN [33, equation 46]. Two 
limiting cases of equation (2.5.1) are: 


C;", for C= 0k (2.5.2 a) 


ie 
a 
a o| fe cP a, for US ¢; G== 90 (255.2) 


The result in ee 2.5.2 b) checks with the result of ZAHM [34] 
except for a factor of 2 which is ee, for by the fact that here only 
the pressure due to impinging molecules is calculated, not the total 
pressure. If the molecules reflect specularly from the surface, then from 
equation (2.4.1), with e}=—sin6, e,=cos6, eg=0 anda,’ (i=1, 2, 3) 
the same as above, one gets: 


pa | : 
brs e a) 0°) = — 7 -# U—! €,sin 9 exp (— U? ¢;-* sin” @) + 


— (; ci? U-2 + sin? | [1 + erf (— U ¢;—'sin 6)]. (2.5.3) 


To calculate the shearing stress t; due to the impact of molecules on the 
plate, the direction cosines are: 
c= sind; Cpe Oe eC ee ey a OO 
in this case equation (2.3.2) gives the result: 
=1 
E (5 0 0°) =7-% U—1 6; c0s-6 exp (— U2 ¢;—* sin? 0) + 


+ sin § cos 6 [1 + erf(U ¢;—!sin 6)]. (2.5.4) 
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If the molecules reflect specularly, then the only change is in e,!=— sin@, i 
and equation (2.4.1) gives: - 


ied 
les (; 0 v°) =n—% U— ¢; cos 6 exp (— U? ¢;-* sin? 6) — 


— sin 6 cos 0 [1 + erf (— U ¢;—' sin 6)]. (2.5.5) 
This shows that again |z;| 4 |r,!._ TstEN [338, p. 662] maintains that 
Ti =—ty. If the molecules reemit diffusely t, = 0 since no preferred 


direction exists. To calculate the pressure #, due to re-emission other | 
than specular, one has to use the formulas given in Section 2.4. For 
example, the case of diffuse reflection with accomodation, equation 


(2.4.15) gives: 
] é 1 9 © 
pra) (2 0 0) = uf, /( 0 0°) P (2.5.6) 


with e,=sin@. The total pressure due to both impinging and re- | 
emitted molecules, with “‘/’ fraction of the molecules reflected diffusely | 
and (1 — /) fraction of the molecules reflected specularly is: ; 


1 
2 gt — [Di (1 f) Prs i bral Gar: q — oy 0 U2, (2.5.7) 


The corresponding shearing stress is: 
tg (=a Gf) 75: (2.5.8) 


As TSIEN suggests, all of the above equations can be written in terms 
of the free stream Macu number M by the substitution: 


Pew ah 
Ule;= (5 M ; y= Cpe (2.5.9) 


Attention is called to the fact that the magnitude of h referring to 
the MAXweELt distribution in the incoming stream is different from the | 
magnitude of f, referring to the MAXWELLt distribution in the re-emitted 
stream. The first one is equal to m (2k T)—1 and the second one to 
m(2kT"’\~1, T and T” being the temperatures of the impinging and 
reflected streams, respectively. The problem of finding T’’ by means of 
the accomodation coefficient o is not a simple one and some remarks on 
that subject are given in [24, 25, 26, 27, 33]. 

HEINEMAN, in the first part of his paper, uses fundamentally the 
equations derived above, but presented in a little different form. In the 
case of specular reflection he assumes the distribution of reflected 
molecules to be of the form A exp (—h, c2); moreover, the body is 
supposed to be a perfect thermal conductor and only the condition of the |} 
conservation of the number of molecules at the surface is applied. Under ||) 


those assumptions he calculates the drag coefficient versus MAcH number || 


for several shapes: plate, sphere, cylinder, right circular cone and | 
prolate ellipsoid. Molecular mean free path as a function of altitude is 
discussed in [30], where also the calculations relating to skin temperature, 
altitude and velocity have been completed. Analytic investigations of 
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the drag forces acting on simple body shapes in free molecule flow have 
been reported in [1], while experimental investigations have been 
described in [17, 31]. Reference [32] contains the calculations of the 
aerodynamic coefficients of flat plate, cylinder, sphere and cone located 
in a free molecule flow field. Impact forces of inelastic NEwronian 
_ flow have been applied to an analysis of aerodynamic coefficients 
in [10]. The effect of the centrifugal pressure is taken into account in 
[14], and wing body combination is treated in [15]. <A solution of 
BOLTZMANN equation by means of an iterative process for the distribution 
function which solution deals with the entire range of pressures and can 
satisfy general microscopic boundary conditions was proposed in [2, 11], 
although a knowledge of a certain intermolecular force is necessary. 


2.6. Drag and Heat Transfer. 


For an angle of attack 6, the drag and lift coefficients of a flat plate 
may be calculated from equations (2.5.7 and 8): 


Cp = (psin 6 + tcos 8) g—!; (2.6.1) 
cr = (pcos #—rTsin 6) g—}. (2.6.2) 


In the general case the resistance D and the torque T (with respect to a 
given origin) exerted by a gas on a body in the gas are given by equa- 


tions [18]: 
p=m| {| eiesd sade (2.6.3) 
Se 


ram | [ cxrfe-dae (2.6.4) 


S -¢ 

In these expressions S is that part of the body surface which is in contact 
with the gas; dS is a vector of length |dS! directed into the body and 
normal to S, and ¢ is a vector from the origin to the surface point of 
integration. The consideration of KELLER [18] concerning the method 
of evaluating D and T remains valid in the present case. 

The convective heat transfer between the gas and a body in free 
molecular flow is governed by the energy balance (with radiation energy 
fluxes being neglected) : 


ere, 
ae aa wt = BE. (2.6.5) 


where the symbol g denotes the convective heat transfer rate per unit 
surface of the body. The magnitude governing the heat transfer process 
is the ‘‘accommodating”’ property of the surface which can be determined 
only by experiments. The energy balance associated with the heat 
transfer process is usually expressed by means of the accommodation 
coefficient which may be defined as 


@ Soe eer (2.6.6) 
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where the symbol FE, denotes the flow rate of that energy which would | 
be reflected from the surface if all the molecules were re-emitted with a_ || 
MAXwELLian distribution at the body wall temperature, 7™). Hence, | 
equation (2.6.5) can be transformed onto the form: 


g=o(Ei— Ep). (2.6.7) || 


The magnitude £; is given by equation (2.4.13) and E, by the expression: | 
+o +0 +0 | 


1 ; | 
Fa‘ { ae, [ acy f en dey (2.6.8) 
: 


with 
nie) = N (hi) a—1)3/2 exp (— h® C); bh) =mi{2ZkTO)\-*, (2.6372) 


One may use the original equation (2.6.5). Let the fraction (1 —s) of |} 
the impinging molecules undergo specular reflection, and the fraction s_ } 
diffuse reflection. The demand of the equality of the energy brought | 
by the impinging molecules and those re-emitted is obviously satisfied | 
by the part of molecules undergoing specular reflection. Hence one |} 
gets from equation (2.6.5): | 


0 + co +0 +0 +0 +00 
il il e 
ga hm { a [ ae, [ etnade—fsm {dey [ acy [ tal? ag 
—o —o = 0 05 —x 
(2.6.9) 
0 + co + 
il 
——(l—s)m | dc de. C2 Nj ACa, 
2 1 2 3 
which reduces to the form: 
0 +0 +0 aes are A380 
tf 
c= hom| fae f de je Nci ACs — | dc, | ec [ ctl? ag 
ico, Wiese —x 0 60 —x 


(2.6.10) | 
By choosing the variable of integration (— c,) instead of c, in the second | 
integral, one can rewrite equation (2.6.8) in the form: 
7s ee ake + 00 i 
1 , 

q=5sm | dc, | dc, i} [1%cx (— ¢,) — ml] c2 deg, (2.6.11) 

0 —0o —a 

where the magnitude ,; (— c,) is calculated from equation (2.2.1) with ||) 
(— c,) instead of c¢,. | 


As is seen, problems in this regime of flow require the evaluation of|| 
some integrals more or less complicated. 
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3. Free Molecule Flow with Intermolecular Collisions. 


3.1. Solution of Equation. 
In the discussion, presented previously, the assumption was made 


|| that the reflected molecules are, on the average, so distant from the 


| object before colliding with the impinging molecules, that the effect of 
| these collisions on the velocity distribution function in the neighborhood 
of the object is not appreciable. Thus, the effect of collisions on the drag 
was neglected. HEINEMAN [13] in a modified “physical” approach, 
derives the next approximation by taking into account those molecules 
that collide once in the gas. A more rigorous mathematical approach 
was proposed by KELLER [16], i. e., an infinite system of equations 
associated with BOLTZMANN equation. 
The BoLTZMANN equation has the form: 


Piu+GPs+RhFooa= J (FF) (a= 1205): (Jalen) 
J\P.F) = [ [ [ G-o mr CRG) —FOFCyeadeac, 
nthe (3.1.2) 


This equation states that the change of F with time, apart from the 
effect of molecular motion, is due to binary intermolecular collisions. 
The integral expresses the rate of change of F due to such collisions, 
in which the velocities of the two colliding molecules before collision 
mrera = (C.,¢5,¢.) and C, = (Ci3, Cys, Ca) and the final velocities are 
C’ and C,’. The integration extends over all values of C, and also over 
all values of the polar coordinates } and e. The quantities F’; (1 = 1, 2, 3) 
are the components of external force acting on unit mass of a molecule 
at the point x; (2 = 1, 2,3) at the time ¢. Literal subscripts denote 
partial differentiation and a repetition of indices summation. 

It may be noted [18] that the left-hand side of the BOLTZMANN 
equation is the derivative of F in the direction of the vector (¢;; F;; t) 
m7 = 1,2, 3) in the seven dimensional space (%;; ¢;; 7) (4,7 = 1, 2, 3). 
At each point in this space, this vector points in the direction of the 
instantaneous molecular trajectory through that point. Thus, if s 
denotes arc length along a trajectory, the above equation may be written 

dF 


eee). (3.1.3) 


KELLER [18] introduces dimensionless variables defined by: 
b=ab; ee aN f=—aVr it; Cees VC (3.14) 
F;=V?aF;; F=NV-'F, 
where ‘‘a’’ is a typical macroscopic dimension; V is a typical macro- 
scopic velocity; o is the range of intermolecular forces, or molecular 
radius, and N is the typical number of particles per volume a*, With 
_ these variables the BoLTzMANN equation becomes (with bars omitted 
above all variables) : 
| gee Oley are cw mae A aire 30 ev Ss ) WSO 
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the integral functional being of the same form as equation (3.1.2). The || 
quantity 4 is proportional to the mean free path in a gas of spherical || 
molecules of radius o. Hence equation (3.1.3) may be written | 

dF he \| 

oat yaa fs (3.1.6) / 
To solve this equation one may apply the method used for the solution | 
of VoLTERRA’s kind of equation [12, p. 11]. Let the subscripts in paran- | 
theses denote the successive approximations; as the initial approxima- | 
tion /*(9) assume any arbitrary distribution function; for instance, one | 
may choose the MAXWELLian distribution corresponding to the condi- 
tions in the free stream, f. Introduce a new independent variable | 
z = (a A—s) and apply the known rule for an indefinite integral with Z | 
denoting the interval [d — z], corresponding to the interval [a Al e — | 
—af—s]. Then one gets: 


Foy = LO = b; dF») /ds = 0; (3.1.7 a) 
Fay og (F(o), Fg) du + 8; (3.1.7 b) | 
Z | 


Z | 


Fin) = [Jo vy) (F(n—1), Pinay) du + b. (3.1.7 d) 
Zz 


The proof of convergence and uniqueness is analogous to that one in | 
[12, p. 11 to 16]. From the general form (3.1.7 d) one gets: 


Ray Po = | [J (my — J in—1y] du. (3.1.8) |] 


e 


N 


Applying the law of the mean gives: 

(Liny ==] wa) Po) —P ea)? = ofp er, (3.1.9) |} 
where the symbol Jr denotes the values of J lying between Fi,—1) |f 
and Fi»). Let max |@/f/@F| = N, then 


[Tiny ee Jin—1)| = NV [Fin) nat , (3.1.10) 
and from equation (3.1.8) one obtains the inequality 


Fint4 Fol SN | | Fin — Fin—ay| du. (S.1ay 


Assume [9 = 6 and max |J| = M in the region considered. Then for || 
n =, expression (3.1.7 b) gives: 


Fw —Feo| = ee du=MZ; (3.1.12) || 


Zz 
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for m = 1, expression (3.1.11) gives: 


. ° i 
Fy —FlSMn | Zdu= Mn 3p 2% (3.1.13) 
Bor == 2: 
pal ; re! 
Fia—Fe|SMN2S [ zeau-mwd zs (3.1.14) 
| a ] 
in general: 
1 
| Fin) —Fin—a)| <M Ns Zo (3.1.15) 


n! 
Consider the infinite series 


Foy + (Fay —Fo) + Fey —Fu) +--+ (Fin — Fen») + -. 


(3.1.16) 


whose sum to m terms is F(,-1). By formula (3.1.15) this series is 
dominated by the series 


Fw +MZ+ s NMZ?+...+ = VEIN RO (3.1.17) 
which can be represented in the form 

Fi + M N— [exp (N Z) — 1]. (3.1.18) 

This is an exponential series which converges for all Z. Hence, set: 

P= Fy + (Fy — Fm) + --- = lim (Fo + (Fim — Forty) ] = lim Fon, 

eS "(3.1.19) 


and F is continuous since it is the limit of a uniformly convergent 
sequence of continuous functions. Due to continuity and uniform 
convergence, it is possible to take limits under the integral sign in 
expression (3.1.7 d), obtaining: 


im F(,, = - = [amen (F(n—1), FP (n—1y) du + 6 = fs (FP, F) du + 4, 


n> co n> z 
(3.1.20) 
which differentiated furnishes: 
“= aa © = al]. (3.1.21) 


This proves that F ne the original equation (3.1.6). To prove the 
uniqueness of the solution suppose there are two solutions F\) ~ Ff), 
_ Setting w = F') — F(®) yields, with the use of inequality (3.1.10): 


tel = | | [J (F®, FO) — J (FO, FO) du 
Z 


EN [ [FoF eau 


(3.1.22) 
This furnishes the inequality: 
Max |w| < N Z Max |v]. (Sule23) 
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Since it was assumed that Max [ze ~ 0, this implies 
WS INA, (3.1.24) |} 


One obtains immediately a contradiction if N Z < 1, which means that | 
the proof refers to a sufficiently small interval of z. Thus, the problem | 
has a unique solution at least in the neighborhood of s = e. By repetition 
of the consideration above one may prove the uniqueness in general [12], 
i. e. in a large interval, z = 00, inclusive. 


3.2. Boundary Value Problem. 


To consider the initial boundary value problem, some remarks of 
KELLER [18] will be adjusted to the solution proposed above. The first | 
value of ’ shows that Fig) is constant along a trajectory. A solution of | 
the equation Fg) = 0 exists and is uniquely determined for an arbitrary | 
specification of its values on a 7-dimensional subspace  (t; xi; €)) = 0 | 
(1,7 = 1, 2, 3), provided that the same value is prescribed at all points” 
of intersection of g = 0 with a given trajectory. The solution can then | 
be found in that region of space covered by trajectories which intersect |} 
gy = 9. If the solution is desired on only one side of y = 0, it is, of | 
course, not necessary that (9, have the same value on parts of a trajec-_ | 
tory separated by points on the trajectory which are on the opposite | 
side of y = 0; such parts of a trajectory may then be considered as | 
distinct trajectories. | 

Suppose that the initial or boundary values of F are given ong = 0. | 
Let the boundary values of Fg) on y = 0 be the same as those of F at)| 
one point of intersection of each trajectory with» = 0, and the boundary 
values of all other F(;) at these points. Briefly, for z = d, all the equa-} 
tions (3.1.7) furnish the same value: 6 =F). Then, as has been pointed } 
out, Fi) exists and is uniquely determined for any assignment of the} 
boundary conditions. Similarly, all other /(; are also determined, | 
provided that at each point ¢, x; (¢ = 1, 2,3), the value of Fi) is} 
known for all ¢; (7 = 1, 2,3), so that J(;-1) can be evaluated. Thus, 
F exists and is uniquely determined when the boundary value of F is} 
given at one point of intersection of each trajectory with g = 0, and] 
therefore such boundary values determine F. Notice that the func-Hf 
tion F@) is identical with the function fy in KELLER’s work. | 


The considerations of KELLER concerning the boundary value} 
problem in case of a solid or liquid surface in the roe of space in}lf 
question remain valid. KELLER found the value of F() (= fp) as welll 
as proposed boundary conditions for the distribution function at a solidi) 
boundary. KELLER’s proposition involves two probability functions, 
one of which he determined in the case of specular and diffuse reflections. | 


As is seen, the problems in this regime of flow cannot be adequately 
treated, as yet, due to the lack of information on the subject offi 
probability functions. 
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4. Slip-Free Molecule Flow. 


4.1. Law of Distribution of Velocities. 


The difference between the case of large spheres and that of small 
spheres treated in Section 2, is that the large sphere exercises an influence 
on the whole character of motion of the molecules. The distribution 
of velocities in the gas no longer follows the MAXWELL law [6, p. 723]. 
When referring to the kinetic point of view, it is inferred that all the 
macroscopic characteristics of the gas are a result of the co-operation 
of the individual molecules in a microscopic sense. Hence, whatever 
_ the expression of / may be, it must be chosen so as to satisfy thirteen 
conditions: 9 (equation 1.1.4); o; (equation 1.1.5); Pj; (equation 
1.1.8) and S; (equation 1.1.9 or 1.1.10). 

The principles of statistical mechanics say that the correct law of 
distribution is that of the highest probability [6, p. 724], or stated 


analytically; according to BoLTzMANnn’s H-theorem, that for which 
fe. p. GO]: 


aH : 
=< (= a | Fln F dw = minimum, (4.1.1) 


oa : 

the integral being complete; that is, over all values of the velocities. 
Thus # can never increase. However, since it is bounded below [5, p. 70], 
it cannot decrease indefinitely, but must tend to a limit corresponding 
to a state of the gas in which 0H/ét = 0. The special conditions by 
which the choice of / is restricted must be taken into account. The 
problem is, therefore, reduced to that of finding the minimum of an 
integral expression subject to additional conditions. The rule for this 
is to multiply the additional relations by LAGRANGian factors, add them 
to H, and to put the variation of the sum equal to zero. For illustrative 
purposes, take into account only ten conditions given by equations 
(1.1.4; 1.1.5; 1.1.8), neglecting, for the time being, the additional three 
conditions due to the heat flux (equation 1.1.9). Denote LAGRANGian 
coefficients by the symbols a, (x;;t) (7 = 1 to 10). Hence we arrive 
at the equation: 

4 7 10 


>| Fink +0 EM ae > a, cs se Sancq) do =o 
; ; (4.1.2) 
where the mixed components of the tensor c¢; cj should be taken only 
once due to symmetry. The order of the coefficients is the following: 
ORC RG a RRC Um 


Ug Salon gia Caen Wig 62 Ca 
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The possible solution of equation (4.1.2) is that the integrand is equal i 


to zero, or 
4 


7 10 
F = exp be ae te Mage: 6 AS) | 
2 5 8 | 


This solution was proposed and worked out be EPSTEIN [6] who assumed || 
the case of very small LAGRANGian factors, the squares of which may be || 
neglected. This assumption allowed him to expand the exponential | 
functions in power series in which only the first order terms were | 
preserved. Below, we preserve the original, full exponential form of 


equation (4.1.3) and the results obtained differ considerably from those 
of EpsTEIN. 
Let 


Then: 
4 


10 | 
E= P exp - > an Ci— Sad cj — Dita 6; a), (4.1.4) | 
- 8 | 


2 


Or 
10 


F = Pexp (—hc?) yexp(— Sac5 St Ch 1 aca). (4.1.5) | 


8 


Using equation (4.1.4) one can mete the density 9 from equation |} 
(1.1.4). The particular steps of the evaluation of the integral in question | 


are given in the Appendix. The result is: 


@ = 2m Px3!? KN? exp (— ay u, — ag Uz — 4 Us) exp(N D1); (4.1.6) | 
Kh asa dy ds dg din de aia ag aa (4.1.6 a) } 


N = 4 [dg aq (4p 4g + Ag Ag) + Ag As (3 Az + Ay Ayo) + Ay Mg (Ag 45 + Ay Ag) + | 


tH Ay Ayo (2 a3 Ag + Ay Ayp) + Ag Ay (2 Ay Ag + 


++ Az Ag) + Ay Ag (2 ay Ay + Ay ag) ; (4.1.6 b) | 
DEAK. (4.1.6 c) |p 


Denote 
P = (ha)? m— 65; h=m (2k T)3=—(e2)-1= (265 


then: 


0 = 2 Qh? K-42 exp (— ag ty — ag Ug — A, Ug) exp (N D-}). (4.1.8) |} 
In an analogous way the value of @ u, can be calculated from equation 


(1.1.5) (see Appendix); the final result is: 


0, = 0( w 1 — 54 541K) (4.1.9) || 


A, = As (4 ag Go — i) —=2 2 (ay ay ag = a4 a6 Ag) = 


+ (ag Ay + &q Ag) A493 (4.1.9 a) | 


4] 
a) 
f 


—a,=InP; a@=h+a, (n=5,6,7). (4.1.3 a) | 


(4.1.7) | 
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this simply means that A, = 0. Other components can be obtained by 


a cyclic permutation. The resulting equations are analogous to equa- 
tion (4.1.9): 


2 J 
Ag = a3 (4a, A; — Ag) — 2 (aq a5 ayy + 


“+ Ay Ay Ag) + (Aq Ag + Ay Ap) Ag = 0; (4.1.10 a) 
Ae ay @¢@-a.—a.)— 2 (Ay Ag Ag + 
+{as as Ayo) a (ay a9 sli ag Ay) ag —- 0. (4.1.10 b) 


Similarly, one can easily calculate the components of the stress tensor 
from equation (1.1.8) (see Appendix): 


Ris=1(4doa¢— 410) (2K) 9; (4.1.11 a) 
Py = (4.a,4,—a5) (2K) 9: (4.1.11 b) 
: (4.1.11 c) 
This result, jointly with equations (1.1.10) and (1.1.13 a), implies that: 


m | Ch dw=3 p=([4 (a5 ag + dg az + ay as) 


ees aio] (2K )=* 6. 


(4.1.12) 
With the aid of equation (4.1.12) one easily gets: 
Pax = Prr—p = 0 (6K) [2 (44,0, —a5 a, — a, as) + 
dean ae 2 ail; (4.1.13) 
Pyy = Pyy —p = 0 (6K) [2 (44, a, — ag ag — ag a) 4 
ges?) aa Jase: (4.1.14) 
Piz = Pu— p = 9 (6K) [2 (4.4; ag — ag a, — a, As) 
eo ape eis Aig. (4.1.15) 


The three other components of the stress tensor can be obtained in a 
similar way: 


Pry = Pry = 0 (2K) (2 a, dg — ag Ay) ; (4.1.16 a) 
Poe Py O (2K) (2 6. a9 = Gets) (4.1.16 b) 
Pig pi = 0 (2B) N28 Gg Ag Gp 240): (4.1.16 c) 


Equations (4.1.9a; 4.1.10 a, b; 4.1.13; 4.1.14; 4.1.15; 4.1.16 a, b, c) 


constitute the system of nine equations which allow one to calculate 


nine coefficients a, (7 = 2 to 10) as functions of the six components 
of the symmetrical stress tensor #,. Equation (4.1.3) with the 
coefficients a, so calculated furnishes the velocity distribution func- 
tion F as a function of C; (¢ = 1 to 3), with w; = u; (%;; t) and pi (x43 1) 
as parameters. Combining equations (4.1.4) and (4.1.7) gives the ex- 


* pression : 
= Poexpice i= ano, ar) exp (hc); (4.1.17) 
4 7 10 
paon(— Sati Std — S'aaa) = 
n=2 n=5 n=8 
= g (Ci; uy (Xn; t); Pig (X85 1); 2), (4.1.17 a) 


where the function /) is the law of MAXWELL. 
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Asis seen, various cases of the flow pattern are easily derived by means | 
of the proper assumptions concerning the components of the velocity | 
vector and of the stress tensor. For example, the assumption that at | 
each point all three velocity components are identically equal and all six 
stress tensor components are identically equal (but these values vary || 
from point to point), readily leads to some kind of a point spherical | 
symmetry which may be called a “point isotropic’’ flow pattern. If | 
these values are identical at all of the points of the space in question, | 
then one has the case of “general” spherical symmetry which may be | 
called a “homogeneous isotropic” flow pattern. The above two cases | 
may haveno practical meaning except in turbulent vector fields of flow, and | 
are cited here for illustrative purposes only. The procedure explained | 
above may include the heat flux, thus increasing the number of the | 
coefficients a, to thirteen. As is easily seen, the calculations in this case | 
will involve the expressions | 


= OO) 


woe. Exp (— 6,9) dj. 


—o / 


The author was unable to locate such definite integrals in the literature. | 
But a series expansion can always be used, thus reducing the problem. 
to integrals of the type given in the Appendix. In this case the coeffi- 
cients a, will be functions of ™;, pi, gi and T. 


4.2. Conditions at the surface of an immersed body. Sublayer. 


The distribution function found in Section 4.1. is valid only for] 
interior points of the gas. Close to its boundary in a very thin sublayer |} 
it necessarily must be changed, due to the fact that, near the surface |}, 
of an immersed body, the molecules having a positive &-component of} 
velocity (as before the normal direction is chosen as the x-axis) are}}) 
those which come from the surface after being reflected from it. As the}} 
total force acting on some volume of the gas is equal to the transport} 
of momentum through the surface of this volume, it is obvious that the | 
transport of momentum or, in other words, the stress tensor is the 
quantity which regulates the equilibrium of the gas [6]. A stationary )}) 
state is then reached only when the reflected portion of the molecules) 
no longer disagrees with the conditions prevailing at the interior points} 
of the medium, but fits into the system of stresses given by equations| 
(1.2.8) [6, p. 726]. The above statement of EpsTErn has to be generalized 

| 
| 


Thus, twice as the heat flow is equal to the rate at which the kinetic} 
energy is transported through the surface of the volume of the gas, ||) 
it is obvious that the transport of the kinetic energy or, in other words, || 
the heat flow is, in addition to the stress tensor, the quantity which} 
regulates the equilibrium of the gas. A stationary state is then reached 


| 
|) 
in the sense that the heat phenomena must be also taken into account. |} 
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only when the reflected portion of the molecules no longer disagrees 
with the conditions prevailing at the interior points of the medium, but 
fits into the system of stresses and heat flux given by the system of 
equations (1.2.8—9). It is obvious that if another kind of energy and 
force (electromagnetic phenomena, say) is taken into account, those 
additional terms must be considered, as well. In other words, the 
reflected molecules must produce the same effects, as to the trans- 
portation of momentum, kinetic energy, electromagnetic energy, etc., 
which molecules moving with a positive €-component and the velocity 
distribution /(¢:; xj; t) of the preceding sections would produce in the 
absence of a boundary. 


The number of molecules of the range of velocities between c; and 
c; + dc; which impinge on a surface element dS in a unit time (see 
Section 2.2) is equal to —c, f dc; dS, provided that c, is negative, with 
f=N.i (equation 2.1.2). Let the fraction (1 — s) of this number undergo 
specular reflection, and the fraction s diffuse reflection, in which latter 
case the law of distribution of velocities among the emerging molecules 
is a new one, given by the expression /’(£;; x;; 2). According to the 
above remarks the totality of all the reflected molecules must carry 
exactly the same mass, momentum and energy that would be carried 
by molecules having the distribution / and a positive c, component. 
The conservation of mass is expressed by means of formula: 


+0 FEE anise 0 Anes pace 
s | a, | dcy | c, f’ dc, + (l1—s) [af aa (—¢,) fde, = 
0 -—o — 0 —0 —o 


= | dc, | ac, | C; | des. (4.2.1) 


But the demand of the equality of the number of molecules during the 
impinging and reflection processes is obviously satisfied by the part of 
molecules undergoing specular reflection. By choosing in the second 
integral (— c,) as the variable of integration instead of c,, one can reduce 
equation (4.2.1) to the form: 


foe) -++ co + 0 
[ de, | ac, | [7 (E.9, C)—F(— £9. Og deg=0. (4.2.1) 
0 755 area 


Turning to the stress components, only these components which 
mathematically express the phenomenon of the transfer of mass given 
by equation (4.2.1) in all three directions are considered, 1. e., the 
integrands in equation (4.2.1) are multiplied by + cy, cy, cy. respectively. 
The normal stress is given by the formula: 


17* 
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oo +0 + 0 +a +00 | 
sf def deaf ef dey + 0—s [asf deaf eta = | 
0 —o —o —co. —o —o | 
ice) + 00 +0 H 

= fae f deaf etrae, (4.2.2) |} 

0 —o —o) i} 


which can also be written in the form: 
+ co + 0 + 00 


fea f af [s7'(é 9, ¢) + (lL —s) (£9, 0) —1E59, 0) ey" de, 0: 
0 —co =o (4.2.2 a) |f 
Turning to the shearing stresses it must be taken into account that /’ 
represents a distribution symmetrical with respect to the normal. | 


Therefore, the diffusely reflected molecules cannot produce any shearing | 
stresses and the terms depending on /’ must vanish. One has, therefore: 


0 +o +0 ABE 9 PED esis 
ans faaf af (=) Gh de, = [af aa Ccifdcz (t= 2,3),) 
==) = —o 0 —w« —o 


(4.2.3) } 


which can be written in the form 
+ 0 + co -+ 00 


fea af ta—s K—€, 9, )— HE, 9, 2) da = 0 (¢ = 2,3). 
OF ee es (4.2.3 a) 


Finally, the law of conservation of energy is given by the formula: 
-++ 00 io +0 w ¥ 60 =hs.80 3 
s [a dcy [r o Dc? dc, + (I —s) | ic,| acy | (—c,) i> ct dts ==" 
Mea cs 1 Lae Nae ences 1 
co 1.0 Gece 3 
= i dc, | dcy | come (4.2.4) |} 
0 San =e 1 


The demand of the equality of the energy brought by the impinging j 
molecules and those re-emitted is obviously satisfied by the part vl 
molecules undergoing specular reflection. Hence equation (4.2.4) can} 
be written in the form: 


oo ee : ) 

, - ‘e! c 
| dc, | ic, | Lf (é,9,. 6) —f (— &..9,. Qe, >, czdcg=0. (4.2.4 a) 
0 —o —co 1 Hi 


The above system of five equations (4.2.1, 2, 3, 4) is similar to tha i 


proposed by other authors [6, 19]. Assume that these conditions at the), 
surface of the body in a thin “‘sublayer’ can be considered to be the 


boundary conditions at the surface of the body for the distributio Hl 


function /. Inserting the most generalized form of the distribution 
function f (or F, equation 4.1.17), in which the coefficients are functions 
of u;, Pi, gi, and T into the above system of five equations (4.2.1, 2, 3, 4), 
one can calculate from the two equations (4.2.3) the macroscopic velocity 
_ components at the surface of the body, v = v, and w = w,, in terms of 
ij, gi, T, and their derivatives. This is obvious from the structure of the 
equation for g (4.1.6) and equations for ; and g; (= 1/2 S;) (1.2.6 a, b). 
It was assumed that the x-axis is normal to the surface element dS. 
_ On the basis of the physical aspects of the phenomenon in question one 
_ can assume that the u = ws, velocity component at the surface of the 
_ body is identically equal to zero. One has to introduce into the equations 
(4.2.1, 2, 4) for 7’ the function representing the velocity distribution of 
molecules reflected diffusely with accommodation. According to equa- 
tion (2.4.10), that law can be written in the form: 
f = Pc, exp(—AY V2), eH AM + po, (4.2.5) 
The coefficients P™ and h,™ are to be determined from two of the three 
remaining equations (4.2.1, 2, 4). In their final forms they will depend 
upon #;;, gi, JT, and their derivatives. The remaining equation will 
furnish the temperature T = T7,, again in terms of #,, gi, their 
derivatives and derivatives of T itself, i. e., T,;. This is clearly seen 
from the structure of equations (1.2.6). The magnitude h, refers to the 
MAXWELLian distribution in the re-emitted stream. 
The values of u,, vs, ws, and T; thus obtained constitute the macro- 
_ scopic boundary conditions necessary for the solution of the problem 
in question: slip-free molecule flow, when the fundamental system in 
form of GRApD’s thirteen moment equations, is applied to describe the 
physical phenomenon in question. One can superimpose upon the given 
system one more set of the boundary conditions (two-curve boundary 
value problem), 1. e., the conditions of uniform flow at infinity: 
u (00) = U; v (co) =w (00) =0; 9 (00) =o; T (00) = Ty3h (co) = pp. 
The two remaining state variables of the gas oe, and #, can be easily 
calculated: g, from equation (4.1.6) if a, (m = 2 to 10) are considered 
or from the analogous equation (not derived in Section 4.1) if a, (m7 = 2 
to 13) are considered; #; from the equation of state. In proposing that 
kind of more rigorous boundary conditions the author was undoubtedly 
guided by the physical considerations of EpsTEIN (6, p. 729]. As is seen, 
the boundary conditions thus obtained present a wide generalization 
of the phenomenological assumptions introduced by BAssET and 
discussed by EpsTEIN [6] and many others: 
Us; = 0; i Pry peas Ws; = Vu iar (4.2.6) 
Of course, the boundary conditions for other dependent variables 
(p:j, Si, etc.) at the wall can be easily calculated. 
The coefficient f is the so-called ‘‘coefficient of sliding friction’’, and 
uf the “slip coefficient”’. 
The reasoning below will show that it is possible to construct a logical 
transition from the regime of slip-free molecule flow to the regime of 
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continuum, where the following boundary conditions necessarily are || 
valid: u,=v,=w,=0. From the considerations in Section 1.1] 
(equations 1.1.18 a, b, c) it comes out that «~~ A~I. In the realm of | 
gasdynamics the length of the mean free path is very small. This means | 
that in certain regions of the flow during the limiting process of transition | 
from the realm of slip-free molecule flow to that of gasdynamics, the 
parameters «4 and 4 approach zero. Assuming, purely formally, that all | 
moments (in GRAD’s meaning) and their derivatives remain bounded > 
during this limiting process, one may conclude that #;; and S; at the | 
surface of the body approach zero. Setting ~;; and S; equal identically | 
to zero wherever they are multiplied by the small quantities w and A 
(equations 1.2.6a, b), gives the values: 


Dy | 


Ce ee (4.2.8) | 


these are exactly the NAvIER-STOKES relations [7, p. 372], which simply 
shows that the problem is reduced to that of the realm of gas dynamics | 
where one can positively assume: u,v; =w =0. 


As is seen, in this regime of flow, described mathematically by means | 
of a partial differential system with non-linear two-curve boundary | 
conditions, some strong methods of the boundary layer theory must be 
applied; of course, some simplifications of the equations and boundary 
conditions, presented above, are possible. 


Final Remarks. 


In the first part of the work the author discussed the fundamental } 
equations of hydrodynamics and their limitations. Next, the procedure |) 
of EpsTEIN, valid in the domain of a small macroscopic velocity of ||} 
motion was generalized to any MACH number. In the domain of a free}| 
molecule flow with intermolecular collisions, a new approximation|| 
solution was proposed. In the last part, the bordering domain of slip-|| 
free molecule flow was considered and new slip boundary conditions ||} 
were derived. 


One more remark may be added to consideration in Section 4.2. ||) 
The velocity normal to the surface of the solid body, ws, may be noti|} 
equal to zero: suction, permeable staff, etc. In this case its value must} 
be given. 
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Appendix. 


The letters used denote: 
B — BIERRENS DE Haan p. 538, 55, 122, 146; 
C — Caucay p. 519; 
R — RaaBeE p. 180; 
P — denotes that the result was obtained by means of integration by parts. 


+ 00 


(B) | exp (—h x?) dx = (a h—)'2. 


—oo 


+ co 


(B) | 4 exp (—h x?) dx = 0; 


me 


+ oo 


(B) [ox [—h (x + b)?] dx = (nh—)12; 


+0 


(P) [se [—h(# ue b)2] dx = —(ah—)l2 b; 


—2o 
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+ oo 


(P) i a2 exp [—h (x + b)?] dx = (nh) 12 (: y-1 +] ; 
+a 
(P) exp [— p (¥—a)? 4+ q #] dx = (wp) V exp [4 ag + 9? (4p)—); 
+ co 
(P) [eee [—p(x¥—a)?tqx]dx= 
= [a+ 9(2p)—1] pV? exp [4 ag + 9? (40)—1); 
+0 
(P) «exp [—p (¥—a)*4+q4*]dx= 
= {(20)? + [a + g (2p)—*]?} (wp)? exp [4 ag + 9? (40)—); 
+00 
3 
(P) [eo [—p(x¥—a)?t+q x]dx = aa oxen, 
(a +9 (2p) 3] (wp) V7 exp [+ ag + 92 (4P)—): | 
+0 
(P) [ox [—p (*—-a)*®+9q%—b(%—c)] dx = 
= (1 p—})"? exp [a (+ g—b) + (Lg—b)2(4p)—1 + be); | 
+ 
(P) oe [—p (¥— a)? + 94—b (x—e)] dx = 
= [at (£4¢—8) (2p) (wp)? exp [a (4 g—b) + (4 q—1)2 (49-2 + Bc]; | 
+ co 
(P) ae [—p (¥—a)? + 9% —b (x —c)] dx = {(26)—? + [a + (4 g— 
—>) (2 p)—}?} (@ p14? exp [a (+ g—b) + (L g—b)2 (4p)—-2 + bc]; 
+ 0c 
(P) [ een [— p (¥—a)®?* + q*%—b (w%—c)] dx = 


3 
~{dons [a + (+ g—b) enna [a + (49 —2d) (2 p)-4] 


‘(wp exp [a (4 g—b) + (4 g—b)2 (4p)! + be]; | 


ioe) 


(B) [exw (— p #?) dx = - (0 p—N "2; 


0 
oO 


(B) Hi “exp (—h x?) dx = (2h)—}; 


0 
oa 


(P) [= exp (— p x”) dx = (4p) (np); 


0 
a 


(P) [» exp (— p x2) dx = (2 p2)—1; 


0 


ao 
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(P) [» exp (—p x*) dx = 3(8p2)1 (ap); 


0 
oe) 


(P) [- exp (— p x”) dx = p—3. 


0 


Example of evaluation of an integral 


0 


I= [ro (—a ** —b x) dx; 


—o 
integration by parts gives: 


—O 


mr) I ~—e20|1—0 f ep (a #2—b #) a]: 


0 
let + =— %, which results in 


+9 
pa— eo] bf exp ast +baias|: 
0 


an 
1 
(R) exp 427-04) da 
0 
4 : La jest} 
(R) yy) = an ay 


Ol 


- 


thins aie isl ae de 


[( a) 4 — bay (b? (4a) —}) J exp [0? (4 a) 1); 


1 


Soh Paces 


1 
ee) lecatees 
oT 9 2-4-6-8 


1 
[I = fox (—ax®+bx) dx ae ((1a1)% 4+ bay (b? (4 a)—1)] exp [b? (4 real is 
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with y= 227, one gets: 


er TS] og le tee, ord Te 
= — = - oT ee - — — 5 
oe Sal BON vey gl oat" 
since 
zg 
ana ee at | hana eee et 
exp (— 2?) dz = z|1—- —z —-—z4—-— 2 Aal fiGs 
a Sri er eae ge 
0 
one has: 
z 
1, 1 1 
LT =a? . n+ | exp (—2z?) dz |exp [02 (4a)—1], z2 = 62 (4a)—!; 
‘ 0 
9 q\—1 —, : y, 2 2 —l 
I = — (2a) l+ba—2 pak es exp (— 2?) dz | exp [b? (4a)—*-]; 
0 
ge == 6° (4a): 
0 +0 
{P) [rcp car—onarns [wore tones 
—o 0 
z 
eat = a= 1 1 1 
=—a b (4a)! + a—% tas 2 we + exp (— 2?) dz | exp (z?)¢, 
0 
22 = 62 (4 a)—1; 
0 + 00 
(P) [rence —taden— [wep an tonee- 
60 0 
z 
==) (D GN a 2 pete 2 ley, 2 . 
= (2 a?) + 27+ ba—% fue ees exp (— 2) dz | exp (2?) 7; 
0 
a= >? (4a)—4; 
0 
Apu 
(P) [row [—h (* + b)?] dx = — (2 box (—hb2) + 2bh% E + 
2 


—co 
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0 


(P) #2 exp [-—h (w + b)?] dx = — (h)—1 E b exp (—b?h) + 


e 


(P) [° exp [—h (x + b)2] dx = i+ (1 + 2?) exp (—b2h) + 


Calculation of 1l-st operation: 


+ 00 + oO + co +0 
o= [2azf wa, { car: fest Aq Cy? — Ay 6 — (Ag 6 + Ay Cy) Cg] dC = 
= aes es Es 


a ee: 
(waz )%- exp (— aq ug) exp [(ag + ay Cy + Ayo Cg) (4 ay) 4]; 
2-nd operation: 
+ 0 
Es, ta 2 
[ exw (4. a,)—} [(4 dg ay — a4) Co? + 445 477) — (2 My yy — 4 Oy Ag Oy + 


oe 
—— os 


He 2 
+ 2 dg ayy Cy) ca}} dn = exp (— 4g Uy) 2 (aq) (4ag a, — ayo) exp (ab—4); 
a = [(—4g aq + 2 ag ayo) + (— 4.47 Ag + 2 Ay 9) &)?5 


= 16a, (4 a ay — a9); 

3-rd operation is analogous. 

Calculation of 0 u,: 

The only change is in the third operation (see the calculation of @ above); it 
results in the additional factor. 

Calculation of Pyx: 

It involves the change in the third operation for the calculation of 9: 

+ 00 


. 
[cea ae 
5 


oe) 


this results in the additional factor 
{(2p)-1 + [a + (98) (2p) 17} — 2m [a + (—9—) (20) *) + 14, 


with a = u, and (—q—b) = 0 by virtue of the result obtained in the calculation 
of gu,. Hence the additional factor reduces to (252) ens 
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Calculation of Pyy: 


The first step is identical with the first step of the calculation of 9. The second 
and the third operations involve calculations of the integrals of the type 


+0 +00 
feos ay and fie-we. . dé, 
—o —o 


again with the condition in the third operation that (—g—b) = 0. Other | 
components follow the law of a cyclic permutation. 
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Zur Verstarkerwirkung von Gastrioden*. 


Von 


Angelika Székely. 
Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Graz. 


Mit 9 Abbildungen. 


(Eingelangt am 10. Juli 1954.) 


Zusammenfassung. 


Durch eine hochfrequente Wechselspannung am Gitter einer Gastriode, das 
uber einen hohen Widerstand mit der Kathode verbunden ist, entsteht eine Ziind-_ 
verzogerung; es bildet sich eine Art Vorentladung im Gitter-Anodenraum aus, 
wodurch eine vielfach héhere Anodenwechselspannung entsteht, falls die Frequenz | 
der Gitterspannung und ihre Intensitat nicht zu hoch sind. Diese Verstarkung kann | 
formal durch die BARKHAUSENsche Formel fiir die Verstarkerwirkung von Hoch- | 
vakuum-Trioden beschrieben werden, wenn angenommen wird, da der innere 
Widerstand der Gastriode durch den Widerstand der positiven Raumladungs- | 
schichte um das Gitter bestimmt wird. Die Abhangigkeit der Verstarkung von der | 
Frequenz und Amplitude der Gitterwechselspannung sowie von der Starke des | 
Stroms der Vorentladung kann durch diese Annahme zwanglos erklart werden. 


In einer fritheren Arbeit! wurde iiber die Ziindspannungserhéhung 
durch kleine Wechselspannungen am Gitter einer Gastriode, das iiber | 
einen hohen Widerstand mit der Kathode verbunden ist, berichtet. Als 
Ursache dieser Ziindspannungserhéhung wurde die Entstehung einer | 
negativen Gittergleichspannung durch die Gleichrichterwirkung der |} 
Kathoden-Gitterstrecke erkannt. Der Gittergleichspannung ist eine | 
Gitterwechselspannung iiberlagert, die ebenso wie in den Hochvakuum- : 
trioden eine Anodenwechselspannung hervorruft, die sehr hohe Betrage } 
annehmen kann. Dieses Phanomen der Verstarkung ist zu beobachten, || 
solange die Anodengleichspannung unter dem zum Ziinden notwendigen 
Betrag bleibt, so daB nur eine Art Vorentladung im Gitteranodenraum ||f 
zustande kommt. In der Literatur sind meines Wissens keine Angaben || 
dariiber zu finden. | 

Die Messungen wurden an der Philips-Triode Nr. 4690, die mit } 
Helium von 0,5 mm Druck gefiillt ist, durchgefiihrt, an der auch die | 


* Herrn Prof. Dr. L. Framm zum 70. Geburtstag gewidmet. 


1 A. Sz&KELY, Acta Physica Austriaca 7, 164 (1953). 


A. SZEKELY: Zur Verstirkerwirkung von Gastrioden. 259 


in der fritheren Arbeit wiedergegebenen Beobachtungen gemacht wurden. 
Auch die dort verwendete Schaltung wurde beibehalten. Sie sei der Uber- 
_sicht halber noch einmal in der Abb. 1 wiederholt: Die Betriebsgleich- 
_spannung U wurde mittels Potentiometer iiber den regelbaren Vor- 
_schaltwiderstand y und die Drosselkette D an KA angeschlossen, die 
_ Gitterwechselspannung wurde mittels des Schaltelementes S (L und C in 
_ Reihe)? erzeugt, indem der MeBoszillator M an L angekoppelt wurde. 


Abb. 1. Die verwendete Schaltung. 


Das Gitter der Triode war iiber den Widerstand R von 60000 Ohm 
_ {Innenwiderstand eines Gleichspannungsvoltmeters) mit der Kathode 
_verbunden. Die Wechselspannungen an K G, bzw. K A wurden mit einem 
~in der Schaltskizze nicht gezeichneten Réhrenvoltmeter von H. u. B. 
_gemessen. Zur Beobachtung der Wechselspannungskurven wurde ein 
- Kathodenstrahl-Oszillograph an KG, bzw. K A angeschaltet. 
_ Um die Verstiérkung im Bereich der Vorentladung quantitativ zu 
untersuchen, wurde in folgender Weise vorgegangen: Der MeBoszillator 
wurde in Betrieb gesetzt und eine geeignete Kopplung mittels des 
Schaltelementes S hergestellt. Sodann wurde die Betriebsspannung U 
eingeschaltet und solange erhéht oder auch der Vorschaltwiderstand r 
_herabgesetzt, bis sich ein bestimmter kleiner Anodenstrom 1, ausbildete, 
ohne da noch die Hauptentladung geziindet hat. Es findet lediglich 
eine Art Vorentladung im G A-Raum statt, solange die Ziindspannung 
an K A noch nicht erreicht ist, was man daran erkennt, daB sich eine 
negative Gittergleichspannung U, ausbildet. Dieser ist eine Wechsel- 
spannungskomponente U; uberlagert und auch die Anodengleich- 
spannung U, besitzt eine Wechselspannungskomponente U,. Die Ko- 
ponenten U, und U, wurden mit dem Kathodenstrahl-Oszillographen 
beobachtet und mit dem Rohrenvoltmeter gemessen. 
-  Zwischen der Gleichspannung U, und der Wechselspannungs- 
_komponente U z, die bei verschiedenen Werten der Ankopplung des 
MeBoszillators entstehen, besteht strenge Proportionalitat, wie Abb. 2 
zeigt. Die Gerade a wurde bei der Frequenz 126 000 Hertz, die Gerade 6} 
bei 990 000 Hertz erhalten. Die Geraden sind nicht unter 45° geneigt, 


2 Zur Vermeidung des in der zitierten Arbeit beschriebenen Resonanzeffektes 
_wurde auch 6fters eine gréBere Kapazitat parallel zur Strecke K G gelegt. 
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wie zu erwarten ist, wenn sich das Gitter auf eine negative Spannung, | 
die gleich der Wechselspannungsamplitude ist, aufladt. Die Neigung der || 
Geraden ist fiir die beiden Frequenzen verschieden. Man konnte ver-|} 
sucht sein, zur Erklarung dieses Sachverhaltes eine Frequenzabhangig- | 


keit des Zusammenhangs zwischen U, und U, anzunehmen. Es bleibt | 
dann aber unverstandlich, daB die mittlere Gleichspannung des Gitters; 
gréBer als die Amplitude der Gitterwechselspannung sein soll. Die Er-| 
klarung muB daher in anderer Weise versucht werden: Die als Abszissen) 


aufgetragenen Werte von C; sind mit dem Rohrenvoltmeter gemessen }} 
doch bedeuten die Ablesungen am Rohren 
a voltmeter nur dann den Hochstwert der 
b Wechselspannung, wenn Sinusform vor- 
handen ist; bei einer Verzerrung den} 
Spannungskurve ist der abgelesene Wert} 
kleiner als der Spannungshéchstwert. Uber] 
die GréBe der Abweichung entscheidet deny 
Klirrfaktor’. Mit dem Kathodenstrahl-| 
Oszillographen lieB sich feststellen, dali 
die Kurve der Gitterwechselspannung} 
ae stets etwas verzerrt ist. Je nach dex 
~ Spannung, mit der der MeBoszillator be:} 
trieben wurde und je nach der GréBe dex} 
Schaltelemente in S und D andert sich die 
re eee et Verzerrung und man erhalt dadurch ver+} 
gleichspannung und angeblicher 7 is i 
Amplitude der Gitterwechselspannung. schiedene Neigungen der Geraden, die den} 
Zusammenhang zwischen der Amplitudd 
der Gitterwechselspannung und der Gleichspannung darstellen. Man wirc} 
daher mit Recht annehmen k6nnen, daB fiir alle Frequenzen die Gitter 
gleichspannung gleich dem Hochstwert der Gitterwechselspannung ist, und} 
daB nur die fehlerhafte Ablesung mit dem Rohrenvoltmeter diesen Sach} 
verhalt verdunkelt. Im folgenden wird daher der Wert der Gitter+ 
gleichspannung U, als Angabe fiir die Amplitude der Wechselspannungs+} 


komponente U, am Gitter angesehen. 


a So, oVo/t 


Die Werte der Anodenwechselspannungskomponente Ua, die inv 
folgenden angegeben sind, wurden ebenfalls mit dem R6hrenvoltmete 


gemessen und sind daher, da auch die Kurven von U, etwas verzerrt| 
sind, mehr oder weniger fehlerhafte Angaben fiir die Héchstwerte de 
Anodenwechselspannung; die GréBe des Fehlers ist durch die jeweiligeé| 
Verzerrung bedingt. i| 

Abb. 3 zeigt die Verstarkung, den Zusammenhang der negativen 
Gleichspannung U,, die nach dem obigen gleich der Amplitude dei) 
Gitterwechselspannung ist, mit der Amplitude der Anodenwechseliff 
spannungskomponente U, bei der Frequenz 126000 Hertz fiir ver} 
schiedene Anodenstromstarken 74, die als Parameter zu den Kurven ge} 


3 F. KouHLrauscu, Praktische Physik, 18. Aufl., 2. Bd., S. 281. 
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schrieben sind. Man erkennt, da fiir sehr kleine Gitterwechselspan- 


: ie : ~ 
nungen Proportionalitat zwischen U, und U, besteht und da8 der 
Proportionalitatsfaktor fiir alle Werte des Parameters i, derselbe ist; 


man entnimmt der Abbildung, 
daB der geradlinige erste 
‘Kurventeil fiir alle Werte des 
Anodenstroms durch die Be- 
zienung U,= 44 U, darge- 
stellt wird. Von einem gewissen 
‘Wert von U, angefangen, steigt 
aber Ua nicht weiter linear mit 
U,an, sondern die Verstarkung 
strebt einem Grenzwert zu, der 
um so groBer ist, ein je starke- 
rer Anodenstrom flieBt. 

Abb. 4 JaBt erkennen, wie 
die Verstarkung von der 
Frequenz abhangt. Die vier 
wiedergegebenen Kurven gel- 
ten fiir die Frequenzen 126, 
mo6, 329, 1520 kHz. Der 
Anodenstrom wurde bei diesen 
Messungen immer auf den 
Wert 2 mA eingestellt. Die 
Beziehung U, = 44 U, gilt fiir 
ganz kleine U, bei allen Fre- 
quenzen, auBer der hdéchsten. 


Der Grenzwert, dem U, fiir 
hohere Werte von U, zustrebt, 
nimmt mit steigender Fre- 
quenz sehr stark ab. Bei der 
héchsten verwendeten Fre- 
quenz kann eigentlich nicht 
‘mehr von einer Verstérkung 
der Gitterwechselspannung ge- 
sprochen werden, da U, we- 
sentlich kleiner als U, bleibt. 

Im folgenden soll gezeigt 
werden, wie die Barkhausensche 
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Abb. 3. Verstarkung bei126 kHz, Parameter = Anodenstrom. 
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Abb. 4. Verstarkung bei verschiedenen Frequenzen, 
Anodenstroin 2 mA. 


Darstellung der Verstirkerwirkung einer Hochvakuumtriode auch auf die 
Gastriode im Bereich der V orentladung anwendbar ist. Nach BARKHAUSEN 


wirkt sich eine Wechselspannung U, am Gitter im Anodenkreis so aus, 


wie eine elektromotorische Kraft U,/D und daher wird 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/3—4. 
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wenn D den Durchgriff, R; und R, den inneren und auBeren Widerstand] 
des Anodenkreises bedeuten. il 
Die Messung von D geschah, wie in der friiheren Arbeit dargelegt, 
durch Besbachiane der Ziindspannung fiir verschiedene konstante 
negative Gittergleichspannungen. Es ergab sich fiir die verwendete 
Rohre D = 0,0228, also 1/D = 44. Daher lautet die BARKHAUSENSche 
Beziehung 
Pe e Ry 1 
= = 44U, — 
Te; tee Ie . R; nm l 
R, a 


, 


wenn statt U; der direkt gemessene Wert U, eingesetzt wird. Man er-} 
kennt, daB der geradlinige Teil der Kurven in den Abb. 3 und 4, der,} 
wie schon erwahnt, die Gleichung U, = 44 U, erfiillt, durch die oben} 
angegebene Beziehung gut wiedergegeben wird, wenn das Verhaltnis} 
R;/Rz in diesem Teil gleich Null gesetzt wird, das hei®t, wenn fiir sehi| 
kleine U, der innere Widerstand gegeniiber dem aduBeren vernach: 
lassigt cen kann, was durch die hohe Elektronenkonzentration und 
eine dadurch bedingte hohe Leitfahigkeit in der Vorentladung erklart 
werden kann. 
Um das Umbiegen der Kurven der Abb. 3 und 4 zu einem Grenzwert} 
zu deuten, muB man annehmen, daf R; mit steigendem U, stark ansteigt|| 
so da8 &; nicht mehr klein gegen Fk, bleibt. Diese Annahme wird durch} 
folgende Uberlegung gedeutet: bei hdheren negativen Gitterspannungen 
bildet sich um das Gitter eine schlecht leitende positive Raumladungs} 
schichte. Im folgenden wird gezeigt, wie sich diese Deutung aus den Be} 
obachtungen stiitzen laBt. 
Aus der obigen Beziehung rechnet man fiir das Widerstandsver 
haltnis 
es esate T, 
Ra U, | 
das sich unmittelbar aus den beobachteten GréBen ermitteln 148 
Zeichnet man die Werte dieses Verhiltnisses als Funktion von U, so e 
halt man Gerade. Die zu den Beobachtungen der Abb. 3 und 4 ge 
horigen Geraden sind in den Abb. 5 und 6 dargestellt. Da R, konstanj 
blieb, muB aus dem geradlinigen Verlauf auf eine lineare Abhangigkeil 
des R; von Ug geschlossen werden. Diese findet eine ungezwungene E | 
klarung durch die obige Annahme tiber Rj, wenn die Dicke der positive 
Raumladungsschichte um das Gitter proportional zur negativen Gitter|p 
spannung anwachst. 
An den Geraden fallt auf, daB sie je nach der Starke von i,, bzw. delf 
Hohe der Frequenz die Abszissenachse an verschiedenen Stellen schneil) 
den. Nennt man die Abszisse des Schnittpunktes Uz), so kann man fit) 
das Widerstandsverhiltnis offenbar folgenden Ansatz machen 
R; 


Ra 


= k(U,—- Up), 
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worin Ug und k von 74 und w abhangen. Erst vom Wert Uso angefangen 
-macht sich der Widerstand Rj gegeniiber R, geltend. Man muB also 
_annehmen, daB sich die positive Raumladungsschichte erst oberhalb OF 
in gentigender Konzentration ausbildet. Fir die héchste Frequenz 
liegt der Schnittpunkt auf der negativen Abszissenachse, das heibBt, daB 
‘schon fiir Uz = 0 das Verhaltnis R;/R, einen merklichen Wert hat, so 
_daB also der geradlinige Teil U, = 44 Ug sich in diesem Fall nicht aus- 


bilden kann, wie die unmittelbare Be- 0 ! 


obachtung der Verstarkung (vgl. die 4 | 1520 tz 
unterste Kurve von Abb. 4) ja auch fe | 
zeigt. Wie sich U,. mit der Frequenz 
| 60 
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Abb. 5. Verhaltnis des inneren und auBeren Abb. 6. Verhaltnis des inneren und auBeren 
Widerstandes bei verschiedenen Anodenstrémen. Widerstandes bei verschiedenen Frequenzen. 


andert, zeigt Abb. 7, in der die Periodendauer als Abszisse aufgetragen 
ist: je langer die Periode, desto gréBer ist Ug. Nach der gemachten 
Annahme iiber R; ist diese Abhangigkeit dadurch zu erklaren, daB bei 
kurzer Periodendauer schon fiir sehr kleine U, die [onenkonzentration 
in der positiven Raumladungsschichte betrachtlich ist, da die Dauer 
der positiven Gitterphase in diesem Fall schon so klein ist, daB nicht 
mehr geniigend Elektronen an das Gitter herankommen konnen, um die 
wahrend der negativen Phase dort abgelagerten positiven Ionen zu 
neutralisieren. 

U,. steigt mit steigendem 7,, wie man der Abb. 8 entnimmt. Das 
erklart sich einfach durch die Annahme, daB der Elektronenzustrom zum 
Gitter wahrend der positiven Phase mit 7, wachst ; erst von einer Mindest- 
stromstarke iz. angefangen bilden sich geniigend positive lonen zum Auf- 
bau einer merklichen positiven Raumladungsschichte um das Gitter. 

Die Steigung der Geraden fiir das Widerstandsverhaltnis (Abb. 5 
und 6), die durch den Faktor & der obigen Beziehung gegeben ist, steigt, 
wie die Abbildungen erkennen lassen, mit abnehmendem 72, und zu- 
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nehmender Frequenz. Wahrend die Abhangigkeit des k von 1,4 sicher | 
auf Rechnung von R; zu setzen ist, muB die Frequenzabhangigkeit \ 
mindestens teilweise auch durch R, bedingt sein. Der auBere Wider- | 
stand wird durch das Rohrenvoltmeter und seine Zuleitungen (Doppel- | 
kabel von 1 m Lange) gebildet und kann naherungsweise als rein kapazi- | 
tiver Widerstand gleich 1/m C, angesetzt werden. C, laBt sich in folgen- | 
der Weise ermitteln: Man schaltet dem Roéhrenvoltmeter eine bekannte | 
Kapazitat parallel, dadurch wird U, (beim gleichen Wert von U,) herab- | 
gesetzt, weil R, erniedrigt wird. Aus dem Verhaltnis der Werte von U, | 


mit und ohne Parallelkapazitat ergibt sich die unbekannte Kapazitat Cy. 
Sie wurde zu 77 pF gemessen. Fir R; folgt dann 


k 
Re (UU. Yolf 
OG, y 
Ugo 5 |] 
Volt | 
iB Vy | 
Lyo yi | 
ote vi | 
7 Va 
4 | 
ye ; | 
1 = ==) | 
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Abb. 7. Frequenzabhangigkeit 


Abb. 8. Abhangigkeit der Raumladungsschichte 
Raumladungsschichte um das Gitter. 


um das Gitter vom Anodenstrom. 


der 


=o 


Aus den in der Abb. 6 dargestellten Messungen fiir 2, mA ergeben | 
sich die in Tab. 1 verzeichneten Werte; die letzte Spalte stellt R; fiir} 
Uz — Ug = 10 Volt dar. A; hat also fiir alle verwendeten Frequenzen || 
dieselbe GréBenordnung von 100000 Ohm. 


Tabelle 1. Innerer Widerstand der Raumladungsschichte um das} 
Gitter bei verschiedenen Frequenzen (Ug— Ug = 10 Volt, ig = 2 mA),.}} 


eos Ra=—— (Ohm) ne R; (Ohm) 
w Cg Hae 
0,79 16 400 5,8 95 500 
1,04 12 500 10,0 125 000 
2,07 6 280 24,8 155 000 
9,58 1350 140 196 000 


[ 
Me 


man die besonders bei niedrigen Frequenzen merkliche VergréBerung!) 
von FR, durch den Ohmschen Widerstand des Réhrenvoltmeters inh! 
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Betracht zieht. Beachtet man noch die groBe Ungenauigkeit der fiir die 


k;-Bestimmung maBgebenden Absolutwerte von Uy, so erscheint es be- 
rechtigt, anzunehmen, da8 R; unabhangig von der Frequenz ist, wie es 
auch nach der entwickelten Vorstellung iiber die Natur des R; (Wider- 
stand einer positiven Raumladungsschichte) sein muB, denn die For- 
mel fiir die Leitfahigkeit A, durch positive Ionen der Masse m, La- 
dung e, Dichte n;, StoBzahl Z lautet 


Unter der Bedingung Z? >> w?, eine Bedingung, die beim Druck 0,5 mm 


_ Helium der Gastriode fiir alle verwendeten Frequenzen sicher erfiillt ist, 


wird A, unabhangig von der Frequenz. 


Auch die Abhangigkeit des Widerstandes R; vom Anodenstrom i, 
ist mit der Vorstellung, daB es sich um den Widerstand der positiven 
Raumladungsschichte um das Gitter handelt, in Einklang zu bringen. 
In Abb. 9 ist das dem inneren Leit- 
wert proportionale Verhaltnis R,/R; 
fir die Messungen bei groBen a Ka 
Uz, — Ug-Werten von Abb. 3 als 
Funktion von 7, dargestellt: Man 
erkennt, daB der innere Leitwert 
dem 7, streng proportional ist; das 
gilt fiir alle Frequenzen. Das ist 
dadurch zu erklaren, daB die Kon- 
zentration n, der positiven Ionen, 
die ihre Entstehung ja dem Strom 
iq verdanken, diesem proportional 
ist. Der Faktor k in obiger Dar- 
stellung von R; ist also dem 7, ver- 
kehrt proportional zu setzen. 


Abb. 9. Leitwert der Raumladungsschichte 
Es bleibt noch zu erwahnen, daB um das Gitter. 

R; deswegen nur durch die positive 

Raumladungsschichte um das Gitter bestimmt wird, weil die tibrigen 

fiir R; maBgebenden Schichten zwischen Kathode und Gitter und 

zwischen Gitter und Anode durch eine hohe Elektronenkonzentration 

eine so gute Wechselstromleitfahigkeit haben, daB ihr Widerstand gegen 

den der positiven Raumladungsschichte und gegen den duBeren Wider- 

stand verschwindet. 


Die positive Raumladungsschichte um das Gitter ist also die Ursache 
dafiir, daB die Verstirkerwirkung der Gastriode im Bereich der Vor- 
entladung sich in wesentlichen Punkten von der der Hochvakuumtriode 
unterscheidet. Die Unterschiede seien noch einmal hervorgehoben: 

1. Ein hoher Verstarkungsgrad ist nur fiir nicht zu hohe Frequenzen 
(kleiner als etwa 150 kHz) vorhanden. 
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2. Nur fiir kleine Gitterwechselspannungen (kleiner als etwa 0,5 bis 
1 Volt) ist die Verstarkung konstant, und zwar bei der verwendeten 
Rohre 44-fach, fiir gréBere Gitterwechselspannungen nimmt die Anoden- 
wechselspannung einen Grenzwert an; dieser liegt umso hoher, je 
niedriger die verwendete Frequenz ist. 

Diese Besonderheiten der Verstarkerwirkung einer Gastriode sind 
sicher fiir zahlreiche praktische Anwendungen von Bedeutung. 


Zur Durchfiithrung dieser Arbeit stellte Herr Professor Dr. A. SMEKAL die 
Hilfsmittel des physikalischen Instituts der Universitat Graz zur Verfiigung, wo- 
fiir inm auch an dieser Stelle herzlicher Dank gesagt sei. 


Zur wellenmechanischen Theorie der elektronenoptisehen 
Abbildung I*. 


Von 


Walter Glaser, 


zur Zeit New York, Farrand Optical Co., und 


Giinther Braun, Wien, 


zur Zeit wissenschaftlicher Mitarbeiter am Philips Forschungslaboratorium 
N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken Eindhoven-Niederlande. 


Mit 10 Abbildungen. 


(Eingelangt am 26. November 1954.) 


Zusammentassung. 


Es wird die in der ersten dieser Arbeiten! entwickelte allgemeine Theorie auf 
die Berechnung der wellenmechanischen Intensitatsverteilung im Paraxialgebiet 
eines rotationssymmetrischen elektrisch-magnetischen Feldes angewendet. Nach 
Ableitung der expliziten Integraldarstellung fiir w(z, x, y) wird das Verhalten von 
w(z, ¥, vy) in der FRAUNHOFER-Ebene und ihrer Umgebung (,,starke Beugung“‘) 
diskutiert und es werden fiir Aufpunkte in geniigender Entfernung von der 
FRAUNHOFER-Ebene (,,schwache Beugung"') fiir den Lichtraum, den Schatten- 
Traum und die geometrisch-optische Schattengrenze fiir Weeom. op, und ais¢, Dar- 


ht 
stellungen mit Hilfe von mit (*) — 0 asymptotischer Reihen gegeben. 
as 
; - iht 
geom.opt. Wird durch eine nach ganzen positiven Potenzen von Obes fort- 
2 ys 


schreitende Reihe dargestellt. Mit dieser Reihe, die auch nach der Art der Behandlung 
des analogen Beugungsproblems der Lichtoptik, wie sie von H. BREMMER gegeben 
wurde, mit Hilfe von Operatoren abgeleitet wird, kann gezeigt werden, daf die 
Abbildung im Paraxialgebiet eines rotationssymmetrischen elektrisch-magne- 
tischen Feldes fiir die Gausssche Bildebene stigmatisch ist. 

Waiff. wird durch eine Reihe von Integralen iiber die Berandung der Blende dar- 
gestellt. Es wird gezeigt, wie diese Integrale prinzipiell mit Hilfe der Methode 
der stationdren Phase ausgewertet werden koénnen, wenn der Aufpunkt a) weit 


* Herrn Prof. Dr. L. Flamm zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 W. GLasER und G. Braun, Zur wellenmechanischen Theorie der elektronen- 
optischen Abbildung I, Acta Phys. Austr. 9, 41 (1954). Siehe fiir das Folgende auch 
G. Braun, Wellenmechanische Elektronenoptik (Integration der SCHRODINGER- 
schen Wellengleichung mit Hilfe asymptot. Reihen), Dissertat. Techn. Hochschule 
Wien 1954. 
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von der Schattengrenze, b) in der Nahe der Schattengrenze, c) auf der Schatten- 
grenze liegt und es wird die Abbildung eines unendlich ausgedehnten Spaltes, einer || 
geraden Kante, eines Geradenecks und einer Kreislochblende diskutiert. 


§ 5. Ableitung der Integraldarstellung fiir y (z, x,y). 

Wir legen der Berechnung ein rotationssymmetrisches elektrisch- 
magnetisches Feld zugrunde und beschranken uns in der Reihenent- | 
wicklung von S(Pp, P) auf Glieder nullter und zweiter Ordnung in || 
Xo, Vo, x, y (Paraxialgebiet). Um zu untersuchen, welche Glieder in den |} 
Polynomen (2,48) beriicksichtigt werden miissen, gehen wir zuerst in. 
der Reihenentwicklung bis zu den Gliedern vierter Ordnung in %p, Vo, %, y) 
und lassen dann gema8 den Uberlegungen von (2,48) ff. die tiberfltissigen | 
Glieder weg. Zur Berechnung von 0S/0z, und @S/@z verwenden wir} 
die HAmILTON-JAcoBische Differentialgleichung (2,10). Diese lautet: 
(wegen A, = 0) explizit geschrieben: 


os" as e as 2 
i at —— y 4 
(*") | (2° A.) a (3° j 4,4 Bi 3 


Das Eikonal S(Po5, P) = So(Po, P) + S,(Po, P) hat die Darstellung:: 


i] 


este) 
nr 
— 
Ww 


S(Po, P) = [ve dz + = [Po $(% 7 + Yo?) — 2 po(% % + Y Yo) + 


+ pla? + 99) (5,2)) 
wobei s(2, 2) und ¢(Z9, z) die durch die Bedingungen | 
OS( 2, 2) | Ot(Z, 2) 
teen os M2) no Meal ee 


bestimmten Lésungeni) 
der Gleichung der ach 
sennahen Elektroner#l 
bahnen sind (Abb. 1).) 
Die FRAUNHOFER 


dieser Notation durc 
die Bedingungen 
$(2, 2}) = 0, 
bzw. d(%, 2,;) = 0 
bestimmt, wobei z, dié 
bapa auf 29 folgende Nullstelle | 
der Funktion ¢(z 9, 2) ist{}) 


Wir haben gemaB (2,48) die GréBe 
Oz 


Ao(Po, P) E 29 


2 Die Gleichungsbezeichnungen beziehen sich auf die oben zitierten Arbeiten}h| 


25(Po FI) 5 At 
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zu bestimmen. Bei der Berechnung der in (2,40) vorkommenden De- 
terminante sieht man, daB alle Koeffizienten der in %o, Vo, *, y quadra- 
tischen Glieder von S, herrtihrende Bestandteile enthalten miissen. 
Daher sind in a (Po, P) nur die von Xo, Vo, x, vy freien Glieder zu be- 
riicksichtigen. Bei der Berechnung des Ausdrucks 


CMG cay 2) RGN Cena 
@(Po, P} ae | = 1 0 a ) (5,5) 
29 0 
mu8 zur Bestimmung von 4,(Pp, P) die GréBe 
oa a oa 
A 0 | 0 | 0 
ou Axe | AV? | Bae 


gebildet werden. Diese enthalt jedoch wegen der eben diskutierten Ge- 
stalt von a (Pp, P) bereits in den Gliedern nullter Ordnung von S4 
herriihrende Bestandteile; daher ist der gesamte Ausdruck (5,5) zu 
vernachlassigen. Wir erhalten somit das Ergebnis, daB im Paraxial- 
gebiet nur die Glieder nullter Ordnung in %p, Vo, x, y der GréBe (5,4) 
zu beriicksichtigen sind. 

In dieser Naherung wird: 


g as 
E 4 — Po: (2°) = p; [Sxox SD ygpt Boy Syn =o 


dz 
% 
Po = hat. 
= p 

Damit oe sich fiir das Integral te ie 


S (Zo, Xo, Vor 2, ¥, V) 
a se ph roe J (26) %or’o) CLONE (5,6) 


Wenn man noch die caus Lene 


so daB die GréBe (5,4) die Gestalt 


plz, x, ¥) = 


- ii p(2) dz 


We Gy = Wa yen (5,7) 
durchfiihrt, erhalt man 


3/5 S2(Zo, ¥0, Vo» 2, ¥, Y) 
a (3).%,)) = = ip’ | Jo (Zo, Xo. Vo) & dX do (5,8) 


was auch auf anderem Wege abgeleitet werden kann?. 
Wir wollen den ee ees der durch (5,6) vermittelten Ab- 
bildung nachweisen. (1,22) ergibt in diesem speziellen Fall: 


ne ee: Ae S(Po,Pp)+S(P p,P ae dyz (5,9) 
256 ae 


3 W. GLASER und P. ScuHIsKE, Ann. d. Phys. 12, 240, 1954 und 12, 267, 1954. — 
W. Gtaser, Grundlagen der Elektronenoptik, Spigot -Verlag, Wien 1952. 
(160, 34), S. 555. 
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wobei wir fiir S(Po, Ps) + S(Po, P), das ein Polynom zweiten Grades in | 

xB, Vp Ast; i] 

S(P5 Pa) Stl bp) P) ay Pa) athe Ee oe asl eee 
+ b(Po, P) ye + b9(Po, P) ys® 

ansetzen wollen. Die Ausrechnung des in (5,9) stehenden Integrals, das | 

ein FREsNELsches Integral ist, fiihrt auf die Formel 


2 ere (a 
ah ehh? 4 \a bs 


ey Eg, 


wobeli 


ej =e a, 20; S22 *b, = 0 
ist. 
Wenn man (5,2) einsetzt, erhalt man 


S(Po Ps) + S(Pe, P) = [ve dz 4 POSB (2 +. Vi 


2tp 
t y, 
— 78 (xg xn + Yo ya) oe (~5° + yn*) —= (x x5 + yp) + 
Ss a ry 
p PE (wat + vot) + OL (xn? + ye) (5,10) 


Die Gr6Ben ap, a,, b,, bg haben somit die Gestalt: 


s t’ 
i i} ple) de + BOPP (at + nyt) + BL (at + 
te x y 
me A pal lr = Pos ps = (5,11) 
a Pate’ pes 
as 2 Qty = oF 


Zur Umrechnung der GréBen s = s(z5, z), t = (zs, z) auf die GréBen 
s und ¢ verwenden wir die Gleichungen 


t= Pe (sp t—tz s) 


Po = bs (SB tp’ —Sp' tp) (5,12) 
woraus durch Einsetzen 


pt’ 


Pade 
(% % + Y Yo) + ar 


t 
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folgt, w. z. b. w. (5,8) ist die Lésung der paraxialen SCHRODINGER- 
2) 


Gleichung (die (1,2) erfiillt) 
— WA, + = mor. Spa|aw Py wa aps Sea) 
2 2 i i 


aus der (5,8) auch direkt durch Uberlagerung von ite ihare 
ufgebaut werden kanné. 


§ 6. y(z, x,y) in der Fraunhoferebene und in der Umgebung 
der Fraunhoferebene. 


In der FRAUNHOFER-Ebene s = 0 erhalt W die Gestalt: 


Hi tpt’ (Ae + y?) 
Vila ay gente tk eee: 
Zp *, y) 2Qnihtp” 
[ee] [oe] 
wes = pe a (% % + Y Yo) 
W(Z, Xo, Yo) U {P(X Vo)fe dX AVo (6,1) 
a coco 


Dabei stellt U(¢) die Heavisiprsche Einheitsfunktion dar (U(/) = 1 
t>0, U(t) =0 t<0), D(x%p, vo) sei eine stetige Funktion, die im Innern 
der Blende positiv, im AuBeren der Blende negativ ist. Das Integral ist 
iiber die gesamte Objektebene zu erstrecken. 

Wie man aus (6,1) sieht, besteht zwischen (Zo, %q, Yo) U{P(%e Vo) $ 
und Y(z;, x, y) bis auf einen Faktor der gleiche Zusammenhang wie 
zwischen einer Funktion von zwei Wee nee una und ihrer FOURIER- 
Transformierten. 

Wenn etwa w(Zo, %9, Vo) periodisch von den Perioden /, und /, in 
%) und yp ist, entspricht dies einer Periodizitat von W(z;, x, y) in x und y 


Qa ht Qa h t 
von den Perioden w und 
bo ps 


Setzen wir namlich 


(oe) 
V(%, Xo Yo) = a Cry, ne © 
fo 0) 


hy Ng = — 


so erhalten wir 


(oe) oc 
age . Po 
— 14 (% % +Y Vo) 
| | Plz Xo Ye ”* ax ig= 


27 n pb 20 p | , 
\ Pear (reset eo a ne SU ns 7 6,2 


4W. GLASER und P. ScuiskeE, Ann. d. Physik 12, 240, 1954 und 12, 267, 1954. — 
W. Graser, Grundlagen der Elektronenoptik, Springer-Verlag, Wien 1952. 
(159, 11), S. 551. 
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wobei 6(x) die gewdhnliche 6-Funktion bedeutet. Die Maxima der} 
Intensitat sind daher an den Stellen | 


_ht2n : hi2n 


We eek 

Pol Po !s 
die Intensitat ist durch die GréBen Chan ore 
Die Periodizitat ist also vollig umgekehrt. Es besteht zwischen einem) 
Objekt von periodischer Struktur und seinem Bild W(z;, x, y) keine} 
Ahnlichkeit. Im speziellen besteht folgender Zusammenhang: ; 


a) Eine reinsinusperiodische Objektstruktur (c,, ~ 0, alle anderen} 


(6,3) 


Cny,n, = 0) ergibt eine véllig unperiodische Bildstruktur {ein Bildpunktj 


ee ed ete a) Die Periodizitat in der Bildstruktur4 
Po 4 Po !s | 
beruht nach (6,3) darauf, daB die Objektstruktur nicht rein sinusperio-} 
disch ist. 
b) Eine véllig unperiodische Objektstruktur (zo, 9, Vo) =4 
= 0(%9 — %o) O(¥p — Vo) ergibt eine rein periodische ,,Bildstruktur“. | 
Fur Aufpunkte in der Nahe der FRAUNHOFER-Ebene (s(Zp, z) < 1) 
werden die in %9, ¥g quadratischen Glieder der Phasenfunktion noch] 
klein sein gegen die linearen Glieder der Phasenfunktion 
s 
(xo + Vo") 
Die Art der Abbildung ist prinzipiell gleich derjenigen fiir die FRAUN 
HOFER-Ebene. Wir wollen in diesem Falle von ,,starker‘’ Beugung) 
sprechen (primares Bild im Sinne der ABBEschen Theorie). 


< 


<2 (% %y +9 ¥o) |- 


§$ 7. y(z, x, vy) in gréBerer Entfernung von der Fraunhoferebene. 
Wir werten (5,6) mit Hilfe der Methode der stationaren Phase aus.||) 
Nach (3,1) setzen wir speziell 


q late bye) i 
p(Zo, Xo Yo) = Yo (Zo Xo» Yo) € (7,1) 

Die Punkte stationérer Phase erster Art ergeben sich durch Auflésungd) 
der Gln. (3,5), in die man fiir S den Ausdruck nach (5,2) einsetzt, zu 3} 
fe eee ieee 
S Py S$ : S Po § 

wobei a? + b2 << c? sein muB, damit die Elektronenbahnen im Par-/lr 
axialgebiet bleiben. 


a) Berechnung von w(z, x, y) fiir den Lichtraum. 


Durch Einfiihrung der neuen Koordinaten 


r P x at. y lay i 
Seog Page Eee a _ (7,3)| 
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-erhalt die gesamte Phasenfunktion in (5,6) die Gestalt: 


| I | ) U t ! | | 
[owe 5 (a % Lb y) x ({}2 (a? + 52) 4 


1 , 
Fe (arias et eee) 


Ss 


(7,4) 


Es ist also 


t Reyne 1 ; i fea l\ Ae ae 
pol: iJ b(s)de+ = (ax + by)— fs (‘] | 
Qaihtp% 2 : 


w(z, x,y) = 


SPU BM SE whi sift UPOS pad aye 
aes Sal; | Bo leo ro +X, aise ¥) eo BE ay ay, 
Ja 

Zur weiteren Berech- 
nung fihren wir Polar- 
koordinaten X = R- cos 
und Y = R:sing ein und 
fiihren (was wegen der spe- 
ziellen Gestalt der Phasen- 
~funktion in (7,5) sehr ein- 
fach moglich ist) gemaB 
dem Formalismus von (2,51) 
ff. (mit Hilfe der Methode 
der stationaéren Phase) zu- 
erst die Integration nach R 
und dann in wblicher Weise 
die nach gy durch. Mit Ein- Abb. 2. 
fiihrung der nach Abb. 2 
definierten GrdBen spezialisieren wir die GréBen (2,58), (2,59), (2,60), 
(2,61), (2,62), (2,63), (2,64) auf den Fall, daB / ein Polynom zweiten 
Grades ist. 

ease IK Gis== (Ip Ui== O(@), N= 2 und igs Ib 

Die GréBe A hat dann den Wert: 


ie ae 

i . 2 og ee taal 

eiof (0) oli) (0 2 . (7,6 
N ) Te lr Orta” 78) 


wie durch Ausfiihrung der Ausdriicke (2,60), (2,61) leicht ersichtlich ist. 
Zur Bestimmung der GréBen g) (0) entwickeln wir Wo (%, %o%) + 
+ X,y, + Y) an der Stelle X =0, Y =O in eine TAYLOR-Reihe. 
Wenn man 


bo} 


t 
LareNy 
A= 2 
j=0 


; Raa Rt 


(7,7) 
o(R) = R Yol2o, %o") + RK cose, yo) + Rsing) 


274 W. GLASER und G. BRAUN: 


setzt, ergibt sich wegen /(0) = 0, /(0)=0, /’(0) = +1 und 


j—1 


(0) = De MG +) d!—* Wo(Zo, Xo, Yo) 


; cos* wm - sin?— *—1 pi 
4a Tk PU LG Py Oty tig eo * 
aie. Y=0 7>0 | 
(7,8), 
i P 1 1/t\@s+e } 
wy Se Pie) de; — (ae by) — = rc 
) _ (Po\" (£08 eae (4) Po i 
W geom. opt. p at Das | 
hee ease 5 
Fee Me Comes Bos) 
ore PRO: it (7,9) 
mit 
t j—1 22 in y+ 0) ; Ler. 
eS { ee oie 
2 ERAS A) T Gf) Oxy" Og ae 
j=1k=0§ Sa 
z Gaee) 
QB 
° (* - ; cos’ y-sin’ *—1 » dg, (7,10) 
0 
wobei 
2% 
1 
[ cosy: Sin (p= oll do elt i : 
0 
peta =| 
ae = (7,11)} 
r| . +1] 
ist. 


Dieser Ausdruck verschwindet fiir ungerade m und n und wir er- 
halten mit Hilfe der Substitution 7 + 1 > 2(j +1) >2¢ 


5 ant 
1 ee (Ee) Tk + 1/2) 
0 


>) N) a2 % 
ues > SaeEC ates re ok k+ 1/2) —— 
a en T(2k -+ 1) ['(27—2k 2 1) (7 rile / ) Ox O20 k) ie 
(7,12 
Durch Anwendung der Relationen 
j 
ee Lge) ay | 
At D ecma Wee = ——s 0 : | 
2 Yo reat Ik a5 1) I'gG—k ren, axe" Oyg2li-*) (7,13 | 


D(z) Pa + 3) = (22)4 24 112.2) 
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ford 


_ kann man (7,9) auf die Form 


ye : ae eel anes LUN De ee) Te | 
Weeom.opt. = (:) | pO J moe oF 2() by 2 r()errr] 
. . Ss LM 


p 


t 
BNE eho ot al. 
_ fais Ig a 1) A, Po (Zo, Xo» Vo) 


bringen. 

(7,15) laBt sehr anschaulich die Art des wellenmechanisch beschrie- 
benen Abbildungsvorganges und den Zusammenhang mit der geome- 
trischen Elektronenoptik erkennen. 


Wir diskutieren diese Gleichung. 


A. Fir alle z-Werte mit ¢(z, z) = 0 reduziert sich (7,15) und wir 
erhalten : 


yy i r ¢y 1 rt *} = 1 s” v2} 2 
za + aL srw mete iby) Flo NG! | i x 
Zo ——— 


Wzeom.opt. = — p 


S 
zeom. opt. entspricht einer stigmatischen Abbildung. Speziell fiir die 
Punkte der Objektebene z = z) wird 


a Hass +0] 
Weeom. opt. = Wo (Zo; XQ, Vo) °é (7,17) 


das heiBt die Randbedingung (1,2) ist erfiillt, da wegen (7,7) und (4,4) 
Way, Verschwindet. 


B. Der Ubergang zur geometrischen Optik laBt, wie in § 2 und § 4 
bereits allgemein ausgefiihrt, im Ausdruck fiir die Intensitat nur einen 
Beitrag des Gliedes mit 7 = 0 stehen. Der Amplitudenfaktor der in Be- 
tracht kommenden GroBe ist der gleiche wie in (7,16). 

Nach § 3 ist die Methode der stationdren Phase nur anwendbar, 
wenn die Determinante (3,9), das heiBt in diesem Falle, wenn s ~ 0 ist. 
Die FRAUNHOFER-Ebene ist daher aus unseren Betrachtungen auszu- 
schlieBen, wahrend die Formeln fiir die GAusssche Bildebene gelten. 
(7,15) ist fiir die Bestimmung Von wgeom. op, uMSO geeigneter, je groBer s 


(also je kleiner #) ist. 


C. Da mit t(%, z) > 0 way, +0 geht und bei wgeom. op, nur das 
erste Glied stehen bleibt, weicht die Abbildung in der Nahe der GAuss- 
schen Bildebene nur wenig von einer stigmatischen Abbildung ab, die 
Beugung ist ,,schwach”. 

Zur Berechnung der Gr6Be wai. brauchen wir den Ausdruck B 
gema4B (2,62), (2,63), (2,64). Man bekommt unter den bei Satz 2. (§ 2) 
angegebenen Bedingungen 
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t 
B= > Bon as ae) 
j7=0 


; iZ1 4 SG+14}) 
sei) EG EEE EO ee | 
____,tof(b) 
Sere >» PSI rian for (7,18) . 


1=0 
oder wenn man 


fo=+5e2 *@=te M@=+1, o= Fh  (rr9)] 


ht 
e(R, Y) = YolZo %o' + Reose, yo + Rsing):R (7,20) | 
o” g a” Wo a” 1 Wo / 
= ioral 
OR” \r=oy) 9K” |r=e19) ) + oR R=0(9) 4 
beriicksichtigt, | 
ee ey hi S++) Bey ' 
eo: 2 Data) ; 

TT. i TG Pea) pra 
aw ; Clam y | 
)+q—) — = (7,22) | 
“tes DViekeigy ORI |R=o(p) | 


Wenn man im zweiten Term von (7,22) statt 7 ]—1 schreibt, erhalt } 
man nach einigen Umformungen 


Le 
ipos g ety 0ralt = ass 


€ eae Se ai "p, 
a gt. Pi+1lyG—l) are 


1=0 


Tope dew i 
roa Diels SWEET 


5 PD Le AN 


wie, | 
+O\o 2 (7,24 


Wenn man dies in (7,5) einsetzt, hat man, wie aus Abb. 2 ersichtlichy 
ist, noch tiber gy von 0 bis 2 zu integrieren und es entsteht: 


‘ ~ 
oe alba We 1ft)ar+or 1, [s’ 
Paift= — 4) (20 aL poenees arson ay, bo °(E}(++)| 
" s : : 


p 
t ie 
i aa Vie Ge Ie Bria i; 
\ J | 
= (ie oe aa 1) j—)) (7,25) 
*l ait, i 2a) me 
20 OR R=0(() git = ae A o( (ts =) 


Zur wellenmechanischen Theorie der elektronenoptischen Abbildung II. 277 


Fir die weitere Berechnung sind die Integrale 
27 


ah 1 Bai) 
i aR ee ek (7,26) 


0 R=o() 
_ auszuwerten. Wir unterscheiden mehrere fiir die praktische Rechnung 
_ verschieden zu behandelnde Falle. 
A. o() ist in der Nahe (das heift in einer gewissen s-Umgebung, 
_s = Bogenlange der Randkurve) eines Punktes stationdrer Phase 
_ zweiter Art o’(p) = 0 sehr wenig veranderlich (z. B. Aufpunkt in der 
Nahe der Schattengrenze, Abbildung einer Kreislochblende und Auf- 
_ punkt in der unmittelbaren Umgebung des Mittelpunktes der Kreis- 
_lochblende). In diesem Falle kénnen die Integrale (7,26), was die Um- 
_ gebung dieses Punktes stationarer Phase betrifft, nicht mehr direkt mit 
Hilfe der Methode der stationaren Phase ausgewertet werden. Wir werden 
uns mit diesem Falle, der fiir die praktischen Anwendungen sehr wichtig 
ist (Bestimmung der der Schattengrenze unmittelbar benachbarten Maxi- 
ma und Minima der Intensitat) noch ausfihrlicher in § 10 beschaftigen. 
B. o(g) ist in der Nahe eines Punktes stationarer Phase zweiter Art 
gentigend verdnderlich. Die Integrale (7,26) werden nach der Methode 
der stationaren Phase ausgewertet. 
Die Bestimmung der Punk- 
te stationdrer Phase zweiter 
Art ist sehr einfach, da diese 
einfach die Punkte sind, in 
denen der Radiusvektor R £9 
normal auf der Kurventangen- 
te steht (Abb. 3). 
Wegen der besonderen Be- 
deutung von (7,15) und um die 
in § 2, S. 54 angedeutete Me- 
thode zu skizzieren, soll (7,15) 
noch mit Hilfe einer anderen Abb. 3. 
Methode abgeleitet werden. 
Wir gehen von der paraxialen SCHRODINGER-Gleichung (5,14) aus 
und machen fiir Weeom. op:. (Zz, x, vy) den Produktansatz 


Pecom. opt. = fy(2, %, Y) fa(2, *, Y)- (7,27) 
Wegen Ay Wecom. opt. = fy As fe + 2V2h* Vote + fede und 


Oe eit! 
ag ath a 


Cv oe. opt. 
Oz 
erhalt man durch Einsetzen: 


=e ! o Vat Vale a4 lsmar +2 pals 


fe hfe h 2 
Na oe eal AL af _ 
Pega sl Fic Folia oar ay aad 28) 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/3—4. 19 


278 W. GLASER und G. BRAUN: 


/, sei eine spezielle Losung von (5,14). Dann gilt fiir /, die Gleichung. i 
h a | 
=r | dah + 20h: Pah >| a ‘la _ 9 (7,29) || 


Fir /, machen wir den W-K-B-Ansatz 
‘ls(., Ly Why CANES y) re ~%y +0. Vo | 1) 
f= a2) e (7,30) | 


Wie man sich durch Einsetzen tiberzeugen kann, erfiillt | 


1 Pos 2 Po 1 ae! t 2 yy? | 
7 _ bo VY, ae (Xo?+ Vo?) r (255 T VVo) + P yd T ) tan +b>| (7,31) | 
d p 


die sain le Be RRC me (5,14) und hat die Eigenschaft, || 


v 
A = [ax + byo] | 
daB fiir z — %, % > %, ¥V > Vo fy gegen e* geht. Wenn man | 


noch beriicksichtigt, daB nach der Methode der stationaren Phase nur} 
der zum Aufpunkt P(z, x, y) zugeordnete Punkt stationarer Phase 
erster Art (7,2) zu Weeom. opt. einen Beitrag liefert, kann man fiir x9, V9 
die entsprechenden Werte eintragen und erhalt: 


ERM hl tes A al an aan es a 
j aah ple ale + by) Pie re ie | -»| (7,32) 
il Ss p 
Wir setzen diesen Wert in (7,29) ein. Wegen 


Cae ees MFA Dare ess 
ae ed ee Peed 
gilt: 


91 {2 s’ | fs b s fs (aout Opava - 
tee »{( | pis] Ox | (: Re 5) fl eer dz > es | 


Ss 


Es ist naheliegend, zur Vereinfachung der Differentialgleichung eine} 
Transformation der unabhangigen V eansenienen durchzufiihren, indem| 
man setzt: 


fale, ny) = fale Xo Bn Vole) (7,34)}) 
Xq(%, x), Yo(Z, y) ist der durch (7,2) gegebene, zu P(z, x, y) zugeordnete 
Punkt stationarer Phase erster Art. Ferner gilt der Satz von een ANGE-4 
HELMHOLTZ: 


fo = plst'—s' = p-s? (‘) nasil 


Man erhalt durch Einsetzen 


ge Oat alte coe 
2p 5" + deh =0 (7,36)} 


2 


a 0 
<7 =, nedeutet. 
Ox" OVg™ 


wobei A, fortan den Ausdruck 
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Die Integration dieser Differentialgleichung kann rein formal durch- 

gefiihrt werden, wenn man A, als Operator ansieht, der auf die von Xe Vo 

\abhangigen GréBen angewandt wird. Die Lésung lautet dann mit der 
noch willkirlichen Funktion /, 


Zz 
th [ dz 

ey: 
a Nal 


o/s 
— 


ase J ps 

2 (2, %9(%, *), Volz, y)) =e * fo(%o(2, *), Volz, ¥)) (7,37) 
Wegen (7,35) kann das Integral ausgefithrt werden: 
; dz ie 
= |= 7,38 
| Ps Po () Hon 
daher ist 

i = ars 

| Peal Bagley) = CPS iy Xe d) Vols) (7,39) 


Wegen der Definition der GréBen /, und f/, muB gelten 


fo(%o Yo) = YolZo» Xo» Yo)» (7,40) 
-womit (7,15) wieder abgeleitet ist. 

Die hier angewandte Methode ist sehr ahnlich der von H. BREMMER® 
zur Integration der skalaren Wellengleichung der Lichtoptik ange- 
wandten, indem beidemal A, als Operator betrachtet wird und die 
Differentialgleichung durch rein formale Integration wie eine gew6hn- 
liche Differentialgleichung fiir /,(z) gelést wird. 

Man kann (7,36) auch noch einfach ableiten, wenn man entweder 
auf die bekannte Ableitung der paraxialen SCHRODINGER-Gleichung 
aus der HamitTon-Jacopischen Differentialgleichung mit Hilfe von 
Operatoren zuriickgreift und in der Ham1_ton-Jacopischen Differen- 
tialgleichung von den Variabeln x, y auf die Variabeln x (z, x), Vo(2, Y) 
transformiert [x)(z, x), Y9(z, vy) Transformation nach (7,2)] oder di- 
rekt in der paraxialen SCHRODINGER-Gleichung von den Variabeln 
%, V,z zu den Variabeln %9(z, x), Yo(z, vy) tibergeht. 

Der Zusammenhang zwischen den Elektronenbahnen (geometrisch- 
optische Betrachtungsweise) und der paraxialen SCHRODINGER-Glei- 
chung kann sehr schén mit Hilfe der Charakteristikentheorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen anschaulich gemacht werden, worauf hier 
nicht naher eingegangen werden soll. 

Gl. (7,36) zeigt auch, wie die paraxiale SCHRODINGER-Gleichung mit 
der Diffusionsgleichung im R, zusammenhingt, so daB die Lésung der 
paraxialen SCHRODINGER-Gleichung unter den angegebenen Randbe- 
dingungen (1,2) und (1,10) (J, = 0) aquivalent ist mit der Lésung eines 


5 H. BremMeER, On the asymptotic evaluation of diffraction integrals, Physica 
XVIII, Nr. 6—7, 1952. 
gy 
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Anfenpaweapesnlene der Diffusionsgleichung, wobei die Randbe--) 
dingung (J, = 0) (Ausstrahlungsbedingung) fiir x, y fiir alle z die Stelle 
der Randbedingungen der Diffusionsgleichung einnimmt®, | 
| 
b) Berechnung von y(z, x, 3) 

fiir den Schattenraum. 


Im Schattenraum tritt| 
nur pai, auf. Die analyti- 
bay Gestalt von waizy, 1Stth 


liber die gesamte Schatten- 
grenze zu erstrecken isti 
(Abb. 4). 


c) Berechnung von 
w(z, x, vy) fiir die geometrisch+ 
optische Schattengrenze. 


Fir die geometrisch+} 
optische Schattengrenze 
setzt sich y(z, x, y) nach} 
(4,6) AUS Weeom. opt. und Wairfh 
zusammen. Wir berechnen} 
Weeom. opt. In Analogie zu 
Falle a wird wieder zuerst 
uber R und dann wber qj 
integriert. Die Integration} 
iiber RF ist von 0 bis o(@)}} 
die tiber m iiber den Halb4 
raum, der B enthalt, zu erstrecken. Wir gehen von (7,5), (7,6) ausi 
Durch Drehung des Koordinatensystems X, Y + X, Y (Abb. 5) ver 
einfachen wir das Problem. Es ist dann iiber 9 von 0 bis zu integrieren)f 


Wir erhalten aus (7,5) mit 


PolZo Xo Yo) = PolZo Xo) + X cos Pi —Ysin Pr Vo +X SIN Py +Y COS Py iI 


_ (Po ; 2 pos 1 = | 
Weeom. opt. = (* thi hie VE: (7,41 | 


z 
|! (2) dz + : (ax + by) ; | aes (a? +b?) +> p(x ce »»| 
0 


8 Siehe etwa FRANK-MisEs, Die Differential- und Integralgleichungen de& 
Mechanik u. Physik, 2. Aufl., Bd. 1, S. 868—870. 
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‘wobei J die Abkiirzung fiir 


ie G+2/2 +141) 
ae ars a= wml ae 
r= | SNe a 
! fam ATR +AU IG—R) axt aVi-*#—-1 x= 
9 j=l k=0 ( net ye F0 (7,42) 
i+ t 


ae etry 
| “I "cos. p-sin’ Gd +o] (te | 

Po |s| 

ist und 


- . pa | alee 
(ee eles 
| cos’ @ sin? —*—* @ - [1+ (—1)*] — 


> dQ = s 
4 — 1 
y P(e) (7,43) 


gilt. 
. 
Mit einigen Umformungen wird 


() 


7 os 
J= San (Set) : ~ a a” Bo 
(f/2) 
Pu) | ; ia ; 
] Zhe . . 
eet Teoh py Fe 34,3) TFGLID 
71 eal ) oe 
E> ai y, Ij + 1/2) , of (*03 ; 
ae ay 2(i-*) Shee ol (k+1)L(—k + 1/2) hit 
|Y=0 
| (7,44) 
und weiter 
(1 
ee ee... 
Se 4 —_ 
j=0 oe 
(/2—1) hs j ta es 
Sry miaa i a2i+1p, ( \+ 
E ja 2 pos ena = ae SAN oa 


oll) 


Dabei bedeutet etwa (t/2) die gréBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich 
{/2 ist. 
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Daraus folgt: 


Zz , 
a 1 UB eed) IL Ge 
(Ce Vy, | 7 | feces = (axtby) ae) - Bary dare a] 
Weeom. opt. = p 2 o 
Ss 


X=0 
Y=0 


De eee | : aritly, are 
ta 7 +a = Fao k Le || 


V2k ay2(j—k) +1 
Ey; OX 2? OY 20-#) + | 


p e — 1/6 
+o|(tes) | 
Pa 


e ‘ist und A, die Laprace-Ableitung4 


a (7,46) | 


i pe 1 ae 
i= 263)TG+) 2” 


Y=0 


wobei( a ue 
yy Po N) ae 2 Po Ss 
von , nach den Koordinaten X, Y (oder X, Y) bedeutet. wai, hat die’ 
gleiche analytische Gestalt wie (7,25). Das Integral ist iiber die gesamt 
Berandung S(B) zu erstrecken. 

Die Intensitat berechnet man mit Hilfe der Formel: 


ex 
I 


m 


| 
i= Pye - ip [W* A, + WA, v| out 


die aus (2,27) wegen A, = 0 mit Hilfe der Transformation (5,7) erhalten 
wird, wenn man @YW/dz nach der paraxialen SCHRODINGER-Gleichun 
(5,14) durch die Ableitungen von ¥Y nach x und y ersetzt und nur Glieder 
nullter Ordnung in x, y beibehalt. 

Im allgemeinen wird es aber gentigen, zur Berechnung von /; vor 
der Formel 


p(2) 


j= yy (7.48) 
auszugehen. 
Wir schreiben die Formeln fiir y noch fiir den Spezialfall 
a=0; b= 0: Dal2on o> Vo) = b (7,49) 


auf. Diese lauten dann einheitlich fiir alle drei Gebiete 


IE a ° s\dz ay s 21 a2 tos 2 
1 a p(z)dz +> p— (a*+y | l pe) 
We Day) = (} e" J ae" : Lge" She 


(7,50) 
] 


da 


One 
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| ist, je nachdem man sich im Lichtgebiet, an der Schattengrenze, bzw. 
im Schattengebiet befindet. Die Formeln (7,50) gelten streng. Sie sollen 
im folgenden fiir spezielle Falle ausgewertet werden. 


§ 8. Abbildung eines Geradenstiicks, eines unendlich langen 
Spaltes, einer geraden Kante und eines Geradenecks. 
Als vorbereitende Aufgabe wollen wir das Integral 


Pi 
7 


it ++ 1wo*(p) 
/ paereend bes dy (8,1) 


a7 
. 


P2 
studieren, wobei die Berandung, tiber die das Integral erstreckt werden 
soll, ein Geradenstiick sei (Abb. 6). Die geometrische Anordnung und 
die Bezeichnungen sind der Abbildung entsprechend gewahlt (P Auf- 
punkt, Q Integrationspunkt). 


Um mit (7,50) in Uber- 
einstimmung zu kommen, 
haben wir 


F (Xq\%) 


R(X) 


zu setzen (+ je nachdem, x 


ob s = O ist). Es gilt 


20 : *o 
o(@) Sey eh, 
cos @ 
oder wenn man 
p= arcte €; & = tg@ Fa (Xqy9) 
(8,4) Abb. 6. 


substituiert, wird 


E 
Sy 


1 [ #io0%4+8) gé 
Ueigerr = G ieee (8,5) 


Se 


wobei &, = ai und & = ¥ ist. (Im aufgezeichneten Falle ist &,> 0, 
ee eee 

£,< 0.) Zur Berechnung von (8,5) bedienen wir uns des Hilfsintegrals 
B 


| +ia(1 + x?) : 
—— 6 ay, Gi = W). (8,6) 
el sage 


Giee a, B) = 


0 


Wir konnen dieses Integral, das eine in 6 ungerade Funktion ist: 


G(+ a, — /) = —G(+ a, f) 
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umformen, Wegen 


+ta (1 + x?) 
rea fg 


BOER ig aia | 
=-+b+1e ele( =p) «is()/70)| an 


wobei C (72 6) und S a , Real- und Imaginarteil des FRESNEL- | 
Tc | It 


schen Integrals vom betreffenden Argument sind, wird 
2a 


i 4 


at —2 | 
G44.) = 60.0) ani fe ; (cies) iste hee (8,8) | 
0 | 


wobei G(0, 2) = arctg £. 
Im Spezialfall 6 = oo erhalt man: 


+ 4,0) = a}1—a =) E (3) ee is( 2a) (8,9) | 


G 


— 
| 


Dies in (8,8), bzw. (8,5) eingesetzt, ergibt: 
lo ‘ 1 ] + 1 Q9? (1+ &*) 7 3 10nl 
OB iiss (aE @ 99°, 00) — 5 — 11 e° E— (8,10%] 
l 1 + iw oq? (1+ §) 
: d 
aa + 5 
oder i | 
s — 
l iI + 1@@,)?(1+ &) 1 l + two? (1+) 
= = d Pps 
Ii hee eto fate ¢ 
0 0 
1 |. 
= 57 [G(+ @ a9", €1) + G(4 @ 062, — &,)] (8,11) | 


20 

Da die Beugung an einem Geradenstiick durch diese Funktionen ||P 
G(- a, f) beschrieben wird, wollen wir diese genauer diskutieren. 
In diesem Integral treten nur die beiden dimensionslosen Kenn- 


2 Po |S 
2h \t 
dabei die GréBe go? in einem von der Wellenzahl in der betreffenden | 


groBen meq und & auf. Die Kennzahl @ 9,2 = 00 


bedeutet 


Aufebene abhangigen MaBstab gemessen, die Kennzahl &, = ae den || 
20 
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Tangens des Winkels unter dem der Punkt Q, (bzw. Qg) vom Aufpunkt P 
aus gesehen wird. 


Fir groBe Werte a und £ kann (8,6) leicht mit Hilfe der Methode der 
stationdren Phase ausgewertet werden. 


Durch Verwendung der Formeln (7,6), (7,22) erhalt man fiir das 
Integral 


l S l t ta(1+ x?) 
= x /its dx (8,12) 
B 
meren a=, f(x)=-+ (1+ x7), 1.=1 
(eee the); | f(b) eae 26; -- (8) == 2, (8,13) 
1 
Stee IY weal 2m 
on Tp 1B Fae B + BP 
; co (1/2) F h 2 py 
id NS Ne eat 4 y 
Mee | 1 reser 
1 es l—k (2B) =2 
¢)(B) = ant poe = y+| k i aE B2)-k+1 
k=0 
t 
4m erinary NY 4 fay-H+9 af(8) + Ole) 
270 
7=0 
ey teal 
aj(B) = = re 1 (1 + B2)*+2 (2 By? (8,15) 
(2) j—t—hk\ (1+ 6?)* 
Sow| k @ A 
=) 


Fiir kleine Werte von a oder £ oder von beiden muB (8,6), bzw. (8,12) 
tabelliert werden. Wir nehmen im folgenden an, daB G(-+ a, #) fiir alle 
positiven a und # bekannt ist. 

Fiir spatere Rechnungen merken wir noch die asymptotische Ent- 
wicklung der FrEsNELschen Integrale an: 


2 Yn 2 % 
c(|/20") ars{ 2o")- 
LA TU 


t ia 3 
l : ero v1 U5) +51) = Cre 
= (14) tee a oe +0{o | (8,16) 


Wir wenden die Formeln (8,10), (8,11) im folgenden an. 
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a) Abbildung eines 


unendlich langen Spaltes || 
(Abb. 7). 

Es ist zu setzen: 
64 = 003g 100 
a) all 
Xo = agg mer| 
X, = a,— %)) =a, =| 
(8,17)} 


Einsetzen von (8,11) in} 
(7,50) gibt fiir alle Gebiete 


yess). ee. eee 


was ersichtlich mit GLASER’ tibereinstimmt, wenn man die entsprechen“} 
den Bezeichnungen vertauscht. 


| 
| 
Um die Formeln fiir die Abbildung einer geraden Kante zu erhalten) 
hat man a, und damit X») = © zu setzen. Dann wird | 


h |e (2 )dz ae (2 + y?) 
dens -2(gp slo teen 


b) Abbildung einer geraden Kante. 


c) Abbildung eines Geradeneckss 
vom Winkel a (Abb. 8). 


Wir denken die geometri+ 
sche Anordnung nach Abb. & 
getroffen. Das Randintegrall 
wird aus zwei Teilintegrale 
zusammengesetzt. 

Mit den Bezeichnungen 
nach Abb. 8 sei: 


Eg sf yy 

1 — yr) Ny ee | 
se ie 

Abb. 8. ; &=—@; No =— © 


7 W. Gasser, E. O: XXVIII, (162, 11), 9.579. 
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Das Randintegral (8,1) hat dann im dargestellten Falle den Wert: 


1 CR oe 
Swen ay oles pi XQ (L+8) ge 
I (= ow 0 ) Z| aes dé ie 
oy és 
. 1 = a 1 L +i0X2(1+ s OG 
— ee O Daas oe) = l a ne é at ™) dn, (8,20) 


| p 
fi I2@ cd (PHO ge ie i= 
[sa safc(] = ; is /= x): o(\/2 X,)+75||/—"X, 
Se gal te, (ay Bae a | 
} gtiw X_?(1+é*) 1é 4 iw Xo? (1+ 77) J > 
! a dé 4 tf hae Pe 
& ny 


wird. Durch die Lésung der Frage der Abbildung eines Geradenecks 
ist natiirlich auch die Frage der Abbildung eines beliebigen Polygon- 
zuges beantwortbar. Im Falle a =a/2 kann man fiir die Abbildung 
eines Geradenecks iibrigens streng ausfiithrbare Lésungen mittels 
FRreEsNEtLscher Iniegrale erhalten. 


§ 9. Abbildung einer Kreislochblende. 


Es soll die Abbildung einer zentrisch zur Achse sitzenden Kreisloch- 
blende untersucht werden, da dieses Problem auch streng geloést werden 
kann’. Es wird hier gezeigt werden, daB wir beim hier angegebenen 
Verfahren gerade in dem- 
jenigen Bereich des Raumes 
gut brauchbare Reihen er- 
halten, in dem die strenge 
Losung mit Hilfe LoMMEL- 
scher Funktionen versagt, 
namlich in groBerer Ent- 
fernung von der FRAUN- 
HOFER-Ebene (fiir ,,schwa- 
che“‘ Beugung). Man konnte 
auch zeigen, daB die hier an- 
gegebenen Lésungen nichts 
anderes sind als spezielle 
asymptotische Entwicklun- 
gen der Lommerschen 
Funktionen der strengen 
Losung. 


Abb. 9. 


8 &. Girrer, Dissertation Technische Hochschule Wien 1953. 
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Da die gesamte Intensitatsverteilung rotationssymmetrisch sein. 
mu8, kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Annahme | 
gemaB Abb. 9 treffen. (P Aufpunkt, Q. Integrationspunkt.) 

Wir setzen 


if Po |S 
= > a == |= 
7‘ S75 Sear 


ie (9,1). 


so daB Lichtgebiet, Schattengrenze und Schattengebiet durch a = 1| 


gegeben sind. Die Gleichung der Berandungskurve lautet in diesem | 
Koordinatensystem : | 


% 


a) Fuir das Lichtgebiet a< 1 gilt 


(2) = —acosg + /1— a2 sin2, (9,3) | 


14 
0 | 
es existieren zwei Punkte stationdrer Phase zweiter Art bei yg = 0 und | 
y =x (Q, und Q,). 


Wir kénnen nach den Satzen 1. und 2. (§ 2) iiber die Methode der | 
stationéren Phase das Integral 


22. cis | 
tpos tpos | 
il anne {\ ante 
eee doe 
J; In. e YP ee € dp (9,4) | 


Po % 
in zwei Teilintegrale i} und i} (0 <<) zerlegen. Da nach Satz 2., || 
0 ° | 


4 
§2 nur die Punkte stationdrer Phase bei y = 0 und y = Beitrage zum |} 


Integral geben, brauchen wir uns um die Beitriige der Stelle Pp nicht zu || 
kiimmern, da sich diese im Endergebnis wieder wegheben miissen. | 


Wir fiihren fiir die beiden Teilintervalle durch 


o\’ | 
(°) =(1Fa)?+t? (9,5) | 
neue Integrationsvariable t ein und erhalten durch Eintragen von | 
(9,5) in (9,2) 
2a(1 Fa)—r?? 
2a) Fate 
Die GréBe dp/dt = g(t) hat die Form 
: r+ 2(1 Fa) 

[((l Fa)? + 17] (4a—1?)% 


cosm~ = + 


(9,6) | 
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| Wir haben daher 


1 : iw —a)?-+-7? 
Jae | gate) ee Omrrae 


l + te, [(14-a)?—7? 
Ti | g_(r)e id (9,8) 


is 
_nach der Methode der stationéren Phase auszuwerten, wobei wir nur die 


Beitrage der Stellen t = 0 zu berechnen brauchen. Entwickeln von 
gi(t) nach t ergibt fir 0<a<1 


. co 1 
Sed Rae eae paar @ [27 (lta) — (1 F )] 
ae "| NEN Bore weenie 
= j= 
(9,9) 
also 
gx +9 (0) = 0 
yh 
Sij—3 
a, (2! (O) = f'(20 +. I) oe8 | j ey 
j=0 
(oe Ly att ee eae er 
Cae G— HO Sapa (9,10) 
Damit wird: 
t 
ll +iw,(1—a)? LG =i 3) =i (2j—1) 
I,= ee ae ’ é 
j=0 
: 
_y{-3 21(1 + a) —(1—a) 
<\ 1 }G@o)*40—¥ 1 —ajtt (9,11) 
t 
lL 2@,4axeP Gai ee ease) i 
tse cae nt 


4=0 
tee (1 + a) se a aell ehe 
S| i) irene SEs 1a) G— FD | oo ‘ 7 ee 


i=0 


wobei fiir w, und a die Ausdriicke (9,1) einzusetzen sind. Nach (9,11) 
setzt sich waif, aus zwei von den Punkten stationarer Phase bei p = 0 
und y =a ausgehenden, 
z : HS 1S ‘ 
1 [b\% Ef pars a w+ x] 
vte..9) => (Bi) ‘ {1—Ji} (0,12) 
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daher aus drei Wellen zusammen, deren Interferenz die Beugungs- 
erscheinung ergibt. Dieses Ergebnis und die ersten Glieder der Reihen 
(9,11) wurden urspriinglich von K. SCHWARZSCHILD? abgeleitet. 

Die asymptotischen Reihen (9,11) sind fiir eine numerische Be- || 
Berechnung umso geeigneter, je groBer w,(1 F a)? ist, das heiBt je naher || 
der Aufpunkt der Gaussschen Bildebene ist und groBer die Entfernung | 
von der geometrisch-optischen Schattengrenze (a = 1) ist. (Fall I.) | 

Um ein anschauliches Bild der Intensitatsverteilung zu gewinnen, | 
muB yp in diesem Falle aber fiir sehr viele Aufpunkte berechnet werden, da | 
ex 1, (1—a)?- et 1; (1+ a)? 


fiir groBe w,(1 + a)? sehr rasch oszillierende Funktionen in a sind (fiir | 
festes @ ). | 
Wenn ,(1 + a)? nicht sehr groB ist, der Aufpunkt also schon in der | 
Nahe der FRAUNHOFER-Ebene, bzw. der Schattengrenze liegt, braucht | 
man zur Berechnung mehr Glieder dieser asymptotischen Reihen, je- 
doch sind dann 
ex @;(1=—a)" et ta, (1+ ae 
nicht mehr so rasch oszillierende Funktionen in a. Es genitigen in diesem 
Falle also bereits weniger Punkte zur Bestimmung des ungefahren | 
Intensitatsverlaufes (Fall II). | 
Fir eine numerische Berechnung sind die asymptotischen Reihen |} 
spatestens dann abzubrechen, wenn die Glieder wieder zu wachsen be- | 
ginnen. Sie sind daher in all denjenigen Raumgebieten verwendbar, | 
in denen das letzte beriicksichtigbare Glied geniigend klein ist (z. B. bei | 
Berechnung auf vier Dezimalstellen kleiner als 5- 10—°). 
Fir eine numerische Berechnung im Falle I kann man am besten ]} 
berticksichtigen, daB die Reihen in (9,11), die die Faktoren von e+ *(1—a* | 
bzw. e+'%(1+4)* bilden, gegentiber diesen Faktoren sehr langsam ver- | 
anderliche GréBen sind und die Glieder dieser Reihen fiir groBe @,(1-a)? | 
sehr rasch abnehmen. Man kann diese Reihen daher ziemlich leicht | 
tabellieren, da diese Gré8en auch leicht interpoliert werden kénnen. | 
Fiir a + 0 versagen diese Reihen. In diesem Falle ist aber einfach: 


16 ers TW, 


Um im Falle IT fiir a + 1 brauchbare asymptotische Reihen zu er- | 
halten, formen wir die erste der Reihen in (9,11) durch Umordnung um. |} 
Mit einem beliebigen f’ > ¢ (# ganz. positiv) gilt: 


t 
. ,Ftn(2j7—1)/4 
é +iw,(l1—a)? YY I a 4) € 
aot ty AL ge ee 
i= 0 


I 
Ii 27 


| ote ‘} [2 (1 + a) —(1—a)] a) # 
Pa (4a) %0—9) | 


Beitrag von 

® K. Scuwarzscui_p, Die Beugungsfigur im Fernrohr weit auSerhalb des| 
Fokus. Sitzungsberichte d. Kéniglich Bayer. Akademie der Wissenschaften, || 
mathem.-physik. Klasse 1898, S. 271. 
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Bata 6 =| ly ak wit at fing se ee 
2 at cae a! it (a) hall wit %(1—aq)?/+1 

7=0 

t in (Q27— 
gp eleeeronean yl G +h) (9,13) 
256 — 1+ % 
j=0 
i : 
By (—4)\ 2/0 +e)—(—a)j—a)" ——". 

Ee | (dat *0—) Seen Oar 


wobei = Bis i 
—\ 2/1 —(1— = 
fy (a) -3| at) . oe & = (iene t= (9,14) 
gesetzt wurde. 
Fir die GréBe t 
pelle Secale 
eS hrs il ag) eet 


k6nnen wir nach (8,16) einsetzen, da diese GréBe sehr eng mit den 
FresneEtschen Integralen zusammenhingt: 


e /2 4 il - i 5 
+718 (|/20.%0 a} et ia,(1—a)? Sy + 3) NCTE 


wit 4 
7=0 


t 
eee: reyes : 
3 On | ' D nas (la) (1 —q)2”-4—» + Beitrag von 


i 7 
P, + O(u e | (9,15) 


Die Groen f(a) bleiben fiir alle f’ fir a — 1 regular und es gilt 
fy(1) = 1. Im Ausdruck unter dem Summenzeichen in (9,15) kann der 
Grenziibergang a — | ebenfalls vorgenommen werden, so dal die Dar- 
stellung (9,15) fiir J, fiir den Bereich nahe der Schattengrenze (a = 1) 
sehr gut geeignet ist. 

Fir a > 1 erhalt man 


ams ahh 
| ' e Fin(27—1/4 + Beitrag von 


f 1 
P20 Gu 6 a] (9,16) 
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Wie man durch Vergleich des ersten Termes von (9,13) mit (8, 19)) 
feststellen kann, entspricht dieser erste Term der Beugung an einer] 
geraden Kante, was sich auch darin ausdriickt, daB in diesem Term nurt 
vom ,,Abstand‘‘ von der Blende abhangige GréBen (7)(1—a)) vor- 
kommen, aber keine von der ,,Kriimmung’ der Kurve abhangige: 
GroBen (a). : 

Der Beitrag eines Punktes stationdérer Phase zweiter Art (hier bei 
gy = 0) einer Kreisblende zu wai, 1aBt sich somit darstellen als Uber-| 
lagerung der Beugung an einer geraden Kante und einem fiir a > ll 
und groBe w, ziemlich kleinen Zusatzglied, das den Einflu8 der end-} 
lichen Kriimmung der Randkurve erfaBt. Der physikalische Grund) 
dieses tiberraschenden Ergebnisses ist, daB die Randkurve vom Auf 
punkt gesehen um so mehr als Gerade erscheint, je naher der Aufpunktj 
der Randkurve (je kleiner 1 — a) ist. 

Dieses Ergebnis war SCHWARZSCHILD ebenfalls bekannt (wenngleich} 
SCHWARZSCHILDs Ableitung mathematisch nicht befriedigt!°). Win 
werden diesen Gedankengang im folgenden noch verwenden. 


b) tir die geometrisch-optische Schattengrenze kann zur Auswertung| 
das ganz gleiche Verfahren benutzt werden. Wir fiihren im Integral] 


32/2 : pos : 4 p a | 

1 one OO) 1 oF rae | 
Ue: é a é dp (9,17) 
a2 x2 


fiir die Umgebung der Stellen stationarer Phase zweiter Art statt 
wieder t als neue Integrationsvariable ein, wobei t wieder durch (9,5}| 
definiert ist. | 

Fiir die Umgebung von g = 2/2 ist 


1 l e —t tal 
B= G 3 | | es (9,18) 
_also a 
¢, 27+ (0) =0 | 
3 at : 1 
g*(0) =F2j +1) Pk ee (9,19) 


womit durch Einsetzen ae einigen Umformungen 


ja 1 y Pg+4) ( 2\ ae 


27 (4. w,)7+% 


] +4ia, a eid -im(27+ 1)/4 29 1 be } 
Ie z aera “ ( Wee eres ®  *) (9,201 


G+% 
Wy 72 7 


folgt, was mit (9,16) iibereinstimmt, wenn man in beiden Fallen in (7,50) 
einsetzt. 


10 KK. SCHWARZSCHILD, siehe zitierte Arbeit, S. 290 (FuBnote 9%), 
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c) Fiir das Schattengebiet a> 1 ist das Integral 


i iPS org) 
n= be ane dy (9,21) 
auszuwerten. Dabei ist 
(2) = —acosy F /1 —a* sin? @ (9,22) 
0 


zu setzen. Die beiden Punkte stationarer Phase zweiter Art liegen bei 
p=; (0/7) =a +1. Wir setzen fiir sie wieder 


(“| = (a #1)? 22 (9,23) 
"0 
woraus 
=45) S|) re 
cos@ = : cae ba (9,24) 


2a [(aFlj?+r?]% 


folgt, was natiirlich mit (9,6) tibereinstimmt. Daher miissen fiir das 
Schattengebiet die asymptotischen Reihen fiir J; die gleiche Gestalt 
haben wie die Reihen fiir J, im ge 


| ee a eres LNT + 3), Finei—i4 | 


22 aon @ it 
i= 
F 
AT —4 2l(a+ 1) + (a—l1) 1 g x ierlat 1) : 
et | AC to ab a ees Cio G—-F) ' on 


t a, 
Be wG+ 4 orin@itya 7 =¥ (—1)' Aha A) ae (a a 1) 
= eT Vea oe! (4 a)’ +%(J— 4) (a+ ea) 
(9,25) 


womit alles abgeleitet ist. Die Intensitat ergibt sich in diesen drei Fallen 
nach (7,48) zu 


S|? 
pa ih = fg\* (9,26) 
larag 


§ 10. Grundsitzliche Uberlegungen zur Auswertung yon (7,50) fiir eine 
beliebige Blende. 


Wir wollen hier noch untersuchen, wie die Auswertung der Integrale 
(7,26), bzw. (7,50) vorzunehmen, ist, wenn die Randkurve eine beliebige 
stetige Kurve ist und der Aufpunkt in der Nahe der Schattengrenze hegt. 

Wir konnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit der Berechnung 
die Anordnung nach Abb. 10 zugrunde legen. Die Kurve sei fiir gy = 0 
geniigend oft stetig differenzierbar und habe dort einen Punkt stationarer 
Phase zweiter Art. 
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Es interessiert der Beitrag des Punktes y = 0 des Integrals 


= 1 £tmMor(~) 7. =a Po \s| 
=i Gee See Sao 


wenn 0) > 0 geht. Da mit @9 — 0 die Randkurve S(B) in der Umgebung 
von gy = 0 mit guter Naherung durch die Kurventangente in diesem 
Punkte ersetzt werden kann, ist die Darstellung | 


00 Lae © De eee tree 
O97) = eo + ay? eo Tq ag? pe oO yp 4 ay tae 
(10,2) | 
fiir diesen Fall nicht mehr brauchbar, da die GroBen = , die 
p=0 


auBer von der Gestalt der Randkurve noch von der GrodBe Qp | 
abhingen, fiir g) 0 verschwinden, also die Voraussetzungen von | 
Satz 2. (§ 2) fir die An- jj 
wendbarkeit der Methode 
der stationaren Phase fir 
die Auswertung von (10,1) 
in der Umgebung vong=0 | 
fiir 099 > 0 nicht mehr zu- | 
treffen. 


Wennmannamlichetwa | 
die Formel 


2 25 | 
2 | 5.56 
ep og” | 


Eh 

Corr (22 

| \ oy | 
Abb. 10. (10,3) 

(A(s) Kriimmung der Randkurve S(B)) anwendet, erhalt man mit den | 


Abkirzungen ak = 6h 
aS Nee Ms 
die Relationen 
00 do | 
ap? Qo (1— Rp Qq) ; a es — 09° ko (10,4) 
40 | 
a Qo (1 — Ro Oo) + 3 Qo(1 —Rp Oo)? + 3 Qg(1 — Ro Oo)®— O0* Ro’ || 


welche GréBen mit @) > 0 verschwinden. 

Um die Methode der stationiren Phase anwendbar zu machen, ver-}| 
wenden wir den Trick, die Randkurve S(B) in der Umgebung des} 
Punktes durch den Kriimmungskreis in diesem Punkte anzunahern und) 
den Beitrag des Punktesy = 0 zu (10,1) in zwei Teile aufzuspalten, deren)} 
einer der Beugung am_,,Kriimmungskreis‘‘ entspricht, wahrend der 
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andere den EinfluB der Abweichung der Randkurve vom Kriimmungs- 
kreis wiedergibt. 


Mit @ als neuer Integrationsvariable wird (10,1): 


1 +two® dp 1 +ioo® 
Ucar ces pick aoc =; [- §1(01 @o) de. (10,5) 


22 
&1(@, Qo) bestimmen wir am besten, indem wir die Bogenlange s der Rand- 
_kurve S(5) als Parameter einfiihren 


dp 
dy ds 

EN) 00) = a = Go” (10,6) 
ds 


(10,6) nach s entwickeln und aus der Entwicklung eo = o(s) durch 
Reihenumkehr diejenige s = s(9) bestimmen. Mit 


0°(s) = (x(s) — x9)® + (y(s) — 9)? (10,7) 
teg() = Po 
eord do _1 y's) [x(s)— x] — »'(s) [y(s)— yo] 


i S\e= Vel ey 


[ 
dp = Q x'(s) [x(s) — %] + y'(s) [ 


Durch Entwickeln erhalt man 
k 
y'(s) (x(s) — 9) —x"(s) (y(s) —¥0) = Go +S (1 — ho 0) 5? + 


+ ky’ (1 She) 259+ Fig (10,9) 
x'(s) (x(s) — %) + 9'(s) (¥(s) — 99) = 
= (1— ky @) S 2S Ry QoS? + - [Oo(Rp?>— Ry) —Ro?] 52 + .... 
1 1 
0o(2 — Go) = (1 — fp @o) oy s? — Ro’ Qo rapa Psd 
Die Umkehr der letzten Reihe ergibt mit Einftthrung von 


(O00) fu 


Guo Ee 5s 
s= _\2o _,, | kg’ 00 ae ee (10,10) 
A500 3 (1 — ko Qo) 
woraus durch Einsetzen 1 
ee Qo) = Oy + uw? 
i 2 05 F 3 h 1y3 
Co +o Qo¥?4 a gl Ko: 0g) +2 Qo ky (1— 5 0 Qo) uP... 
q ces? 3 (/1—Fo 00)" 
(1 — ho Qo)" 209 2/3 Fo Go" UPich anes 
1— Ro Go (10,11) 


folgt. 
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£1(0, Qo) wird fir p > 0 (uw > 0) und g, > O singular; um diese Singu- || 
laritat zu beheben, ziehen wir den Hauptteil dieser fiir g9 > 0; u > 0 
auBerwesentlich singularen Funktion ab | 


: bogie Een eas (10,12) 
Cot uv? (1 — Ro Op) 2 09° 4 


£1(0, Oo) — &2(0, Qo) bleibt fiir w > 0, a9 > 0 regular. In ahnlicher Weise |} 
kénnen wir eine Funktion g3(0, @9) aus g,(@, @9) dadurch erhalten, daB || 
wir in der Entwicklung von g,(@, @9) alle ky” (7 > 0) gleich Null setzen, |} 
also die g,(0, Q9) entsprechende Funktion fiir den Kriimmungskreis der | 
Randkurve aufsuchen. 

£1(0, Go) — 83 (0, Go) ist dann ebenfalls fir « > 0 0) > 0 regular. || 
Dieser Kunstgriff ist dadurch méglich, daB g.(0, @9) nur die GroBe ky | 
enthalt, aber nicht die GroBen k)” n> 0. (10,5) geht damit tiber in | 


1 + 7wo? 1 t+iwo 
jap fe ‘ sleveddets [ e * [81(0, 9) —S3(@, Qo) ] 40. | 
(10,13) | 
Der erste Term entspricht der Beugung am Kriimmungskreis und ist 
bereits bekannt (§ 9). Der zweite Term kann in der gewohnlichen Weise | 
berechnet werden, womit alles gezeigt ist. | 
Ahnlich kann (10,1) berechnet werden, wenn der Aufpunkt gegen 
einen Eckpunkt der Berandung S(B) geht, indem man S(B) durch das | 
Kreiszweieck der Kriimmungskreise in diesem Eckpunkt approximiert. } 
Die Ubertragung auf die Auswertung von (7,26) bereitet keine | 
weiteren Schwierigkeiten. 
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New York, Eindhoven, September 1954. 


Probleme grofflichiger Szintillationsziihler*. 
Von 


Franz X. Roser!. 


Aus dem W.W. Hansen High Energy Laboratory der Universitat Stanford 
Kalifornien. 


s) 


Mit 11 Abbildungen. 


(Eingelangt am 7. Dezember 1954.) 


Zusammenfassung. 


Durch Verwendung von Leuchtsubstanzen in fliissiger oder fester Lésung sind 
groBflachige Szintillationszahler méglich geworden und sind auch fiir viele Unter- 
suchungen in der Teilchen- und Strahlenphysik in steigendem Mae zur Ver- 
wendung gekommen. 

Damit jedoch die Vorteile der groBen MefBflachen voll ausgenutzt werden 
kénnen, mu gute Auflésungsfahigkeit (geringe statistische Streuung) der Zahler 
gewahrleistet sein. Diese ist — neben den Eigenschaften des Elektronenverviel- 
fachers — hauptsachlich durch die GréBe der Lichtimpulse sowie durch ihre 
GleichmaBigkeit (unabhangig vom Einfallspunkt der zu messenden Strahlung) 
bedingt. 

Optimales Auflédsungsvermégen erheischt geeignetes Zusammenstimmen ver- 
schiedener, teilweise sich widersprechender Faktoren. 

Die zugrundeliegenden Probleme werden diskutiert und verschiedene Lésungen 
angegeben. Unter anderem wurde eine ,,Abdeckungsmethode“ erstmalig unter- 
sucht, welche bei Verwendung von Vervielfachern mit groBer Kathodenober- 
flache gute Erfolge liefert. 


Hinleitung. 


Im modernen Szintillationszahler ist eines der friihesten Beobach- 
tungsverfahren zur Messung radioaktiver Strahlung (Szintillations- 
methode von RUTHERFORD-GEIGER) zu neuen ausgedehnten Anwen- 
dungsmoglichkeiten gekommen [10, 24, 29, 30, 41, 52, 66, 75, 83, 95). 

Es konnte mit Recht behauptet werden, daB seit 1949 die Geschichte 
der Entwicklung dieses iiberraschend einfachen Instruments weitgehend 
die Geschichte der experimentellen Kernphysik tiberhaupt darstellt. 


* Herrn Prof. Dr. L. Flamm zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 Derzeit von der kath. Universitat in Rio de Janeiro als Research Fellow des 
brasilianischen ,,Conselho Nacional de Pesquisas‘’ beurlanbt. 
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Durch Zusammenschalten von duBerst empfindlichen Photoelek- 
tronen-Vervielfachern mit anorganischen und organischen (festen oder 
fliissigen) Leuchtsubstanzen (Phosphoren) kénnen diese Zahler An- 
forderungen gentigen, welche bislang von den tiblichen gasgefiillten 
GEIGER-MULLER-Zahlrohren nur teilweise erfiillt werden konnten. 

Ideale Anpassungsfahigkeit in Form, Gré8e und Anordnung machen 
den Szintillationsziahler auBerst geeignet fiir die Inangriffnahme mannig- 
faltiger Probleme der Quanten- und Teilchenstrahlung. Kleine Ab- 
messungen erlauben exakte Bestimmung von Ursprung und Richtung; 
groBe Dimensionen hingegen bessere Ertassung der Energie. 


Die weitgehende Unabhangigkeit von bestimmten Abmessungen hat 
z. B. von NalI(Tl)-Sonden mit nur wenigen mm? Inhalt [63] bis zu 
Szintillatorzellen von 300 1 gefiihrt [21, 23, 27, 44, 45, 51, 92, 100). 

Auch fiir Untersuchungen in der kosmischen Strahlung sind még- 
lichst groBe Abmessungen der Szintillatoren notwendig, wenn gute 
Energieabgabe und annehmbare Zahlfrequenzen der einfallenden 
Teilchen und Quanten erzielt werden sollen. 


Da die Herstellung anorganischer und organischer Kristalle von 
groBen Abmessungen noch immer auf Schwierigkeiten st6St*, ist man) 
auf Leuchtsubstanzen in fliissiger oder plastischer® Lésung angewiesen, | 

Die Abmessungen allein sind jedoch von geringem Wert, wenn nicht 
gleichzeitig gute Auflésung gewdahrleistet ist. Da diese von verschiedenen 
— teilweise entgegengesetzt wirkenden — Faktoren abhangt, kénnen 
beste Resultate nur durch eine KompromiBlésung erhalten werden. 


Probleme der GroBflichen-Szintillationszihler. 


Zur Erzielung bester Resultate ist die in der Leuchtsubstanz (Phos- 
phor) als Lumineszenz ausgeléste Lichtmenge derartig in den Verviel- 
facher zu leiten, daB in der MeBanordnung méglichst groBe und — fiir! 
gleiche Energieabgabe im Szintillator auch méglichst gleichmaBige} 
Impulse erhalten werden, unabhangig vom Einfallsort der Quanten- 
oder Teilchenstrahlung im Szintillator. 


2 Bei den mit Tl aktivierten anorganischen Kristallen — wie z. B. Na(Tl) + 
bestehen Schwierigkeiten betreffs gleichm&Siger Durchmischung mit Tl im Her 
stellungsprozeB, sobald die Abmessungen zu gro8 werden. Die von W. VAN Scrveri 
im hiesigen Laboratorium aufgedeckte Eigenschaft, daB reimes Nal bei tiefe 
Temperatur mit gleicher Intensitat fluoresziert, als ein aktivierter Kristall 
Raumtemperatur (Bericht in Phys. Rev. im Erscheinen), bietet in gewissen Falle 
einen mdglichen Ausweg, da optisch auBerst durchlassige Zylinder von reinen| 
Kristallen bis zu 20 cm Durchmesser und Lange hergestellt werden kénnenf 
(The Harshaw Chemical Co. Cleveland, Ohio). 

8 Plastische (Polystyren) Szintillatoren in Zylindern von 20 cm Durchmesser 
und 40 cm Lange werden in vollendeter Ausfiihrung im Radiation Laboratory} 
von Livermore (Kalifornien) far die U. S. Atomic Energy Commission herge4 
stellt (102). 
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Dabei spielen: 
a) Die Anregungsfahigkeit des Phosphors und seine optische Durch- 
lassigkeit fiir das erzeugte Lumineszenzlicht ; 


b) die Lichtsammlung im Szintillator und seine wirksame Leitung 
zum Elektronen-Vervielfacher ; 


c) die Kathodenempfindlichkeit und der Verstaérkungsgrad des Ver- 
vielfachers eine entscheidende Rolle. 


Im folgenden soll ein Bericht tiber die verschiedenen — zum Teil 
neu versuchten — Lésungsméglichkeiten abgestattet werden. 


a) Anregungsfahighett des Phosphors. 


Eine wirksame Leuchtsubstanz hat aus einer lumineszenzfahigen 
Fliissigkeit zu bestehen, in welcher sich eine oder mehrere, mit gréBerer 
Wellenlange fluoreszierende Substanzen in Lésung befinden. 


| ABSORPTION AND EMISSION 
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Abb. 1. Schematisches Konfigurationsdiagramm einer Leuchtsubstanz in Lésung (Riboflavin in Alkohol). 
Nach LeEverRENz und Bowen [Science 109, 183 (1950); Nucleonics 10, 7, 14 (1952)]. 


Aromatische Verbindungen mit Ringstrukturen und konjugierten 
Doppelbindungen sind am geeignetsten. Das gilt sowohl fiir das Lésungs- 
mittel, als auch fiir die gelésten Substanzen [26, 32, 33, 46, 56, 65, 85]. 
Doch sind auch Lésungsmittel ohne konjugierte Doppelbindungen, wie 
z. B. Paraffindl, wenn auch mit geringerem Wirkungsgrad verwendbar. 


In groBen Linien kann der Leucht- und Ubertragungsvorgang etwa 
in folgender Weise unter Bentitzung eines Potentialenergie-Diagramms 
tibersehen werden [67] (Abb. 1). 
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Quantitative Berechnungen der fiir die verschiedenen Uberginge 
benétigten Zeiten kénnen angestellt werden* [43, 56, 87]. 

Fiir den Fall eines zweiatomigen Molekiils stellt Kurve (A) die 
Schwingungsamplituden eines der Atome dar, wenn das andere im 
Ursprung des Koordenatensystems angenommen wird. Alle Elektronen 
befinden sich im Grundzustand. Ein Molekiil in thermischem Gleich- 
gewicht bei Raumtemperatur besitzt normalerweise nur einige wenige 
Quanten an Schwingungsenergie, welche durch Niveaus parallel zu 
a—a’ an der Kurve (A) dargestellt werden kénnen. 

Wird nun durch Quanten- oder Teilcheneinstrahlung ein Elek- 
troneniibergang im Molekiil angeregt, dann erhalt man Kurve (B), bzw. 
Kurve (C), je nach der Starke der erfolgten Anregung. 

Im letzteren Falle tritt Dissoziation des Molekiils ein, da wegen 
Fehlens eines Minimums an der Kurve (C) keine stabilen Schwingungs- 
zustande vorhanden sind. 

An der Kurve (Bb) hingegen sind stabile Schwingungszustande 
moglich, doch ist ihr Schwerpunkt wegen des nunmehr vergréBerten 
Abstandes der Atome im Molekiil verschoben. 

Das Molekiil als Ganzes geht dabei von den Schwingungsniveaus der 
Kurve (A) auf hohe Schwingungsniveaus der Kurve (B) tiber (b — 0’). 

Die hohen Quantenzustande der Kurve (6) werden vorerst — unter 
Anregung von Schwingungs- und Rotationszustanden in Nachbar- 
molektilen — auf die untersten Schwingungsniveaus dieser Kurve ab- 
gebaut (d — d’). In Fliissigkeiten geht dieser ProzeB infolge der groBen 
Beweglichkeit der Molekiile in kiirzester Zeit (10-12 Sek.) vor sich, 
wahrend es in kristallisierten Substanzen naturgema8 langer dauert. 


Die Riickkehr vom untersten Schwingungsniveau der Kurve (B) | 
zur Kurve (A) wird dann, wegen des groBen dabei in Frage kommenden 
Energieunterschiedes, hauptsachlich durch Strahlung bewerkstelligt, 
sofern die dazu bendtigte Zeit (10—§ Sek.) ungestért zur Verfiigung steht. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn die Leuchtsubstanz in fester Form oder in | 
verdiinnter alkoholischer Lésung verwendet wird. Tiefe Temperaturen, 
welche die kinetische Energie der Molekiile verringern, wirken gleicher- 
weise férdernd. 

Infolge der Verlagerung der Kurve (B) muB die Riickkehr zur 
Kurve (A) im allgemeinen unter Ausstrahlung von langwelligerem 
Fluoreszenzlicht erfolgen, wodurch die Verschiebung des Fluoreszenz- 
in bezug auf das Absorptionsspektrum (SToKEs-Effekt) verstandlich 
wird (Abb. 1 a). 

Wenn nun in gewissen Fallen die Kurven (A) und (B) deformiert 
und verbreitert werden und sich z, B. im Punkte (F) gentigend nahern, 
dann kann die Riickkehr zur Kurve (A) — unter Umsetzung in kine- ||) 

4 Der im Falle von anorganischen Kristallen teilweise noch unklar erkannte 
SzintillationsprozeB ist bei organischen Leuchtsubstanzen mit weniger Schwierig- ||} 
keiten behaftet, da er in Molekiilen — deren Energieniveaus nicht allzusehr vom |} 
Aggregatzustand der Substanz abhangen — seinen Ursprung nimmt. . 
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tische Energie — auch strahlungslos erfolgen (Innerer Abbau der Energie, 
- Selbsttilgung). 
| Derartige Deformierungen der Potentialenergie-Kurven sind ge- 
wohnlich eine Folge der Molekiilstruktur, weswegen Fluoreszenzfahigkeit 
nur verhaltnismaBig wenigen Verbindungen zu eigen ist. Aber selbst 
bei sonst giinstiger Molekiilstruktur (wie z. B. im Fall organischer Ver- 
bindungen mit konjugierten Doppelbindungen) kann durch Temperatur- 
erhohung, durch gegenseitige Nahe und durch haufige ZusammenstéBe 
der Molekiile (Konzentrationsléschung) — infolge Bildung von ange- 
regten Doppelmolektilen — die Wahrscheinlichkeit fiir strahlungslose 
Uberginge sehr vergr68ert und damit die Fluoreszenzfahigkeit bedeutend 
verringert werden. 
Durch Konzentrationsléschung erklart sich auch die Tatsache, dab 
— Teilchen, welche etwa 107° Molekiile/em erregen und _ ionisieren, 
_zehnmal kleinere Lichtimpulse liefern, als die viel schwéacher ioni- 
sierenden f- oder y-Strahlen [18, 50, 52] und daB auch fiir Elektronen 
und Mesonen geringer Energie (hohe Ionisierungsdichte) die Beziehung 
_ zwischen Energieabgabe und erzeugter Lichtmenge nicht mehr linear 
_verlauft [16 a, 28]. Dies ist fiir feste [28, 98, 101], sowie auch fiir fliissige 
[87, 88] Szintillatoren in gleicher Weise der Fall und ist durch Be- 
_schadigung der Molekiile durch die Strahlung [8] oder durch eine 
fluoreszenzvermindernde Wechselwirkung mit angeregten Nachbar- 
_molekiilen [31, 101] zu erklaren. Diesbeziigliche theoretische Uber- 
_legungen werden auch experimentell (eher im Sinne der zweiten An- 
_nahme) bestatigt [11 a]. In anorganischen Kristallen kommt — infolge 
des verschiedenen Ubertragungsmechanismus — der Léschungseffekt 
eroBer Jonisierungsdichten bedeutend weniger zum Ausdruck (a/£-Ver- 
haltnis 0,5—1), weswegen auch die Linearitat zwischen Energieabgabe 
_und Lichtmenge viel besser erhalten bleibt [14a, 40 a, 98]. 
Da diese Ubergange in einer Zeit erfolgen, welche im Vergleich zu der 
_ fiir die Fluoreszenzausstrahlung bend6tigten sehr kurz ist (3 x 10—1° Sek.), 
“ist die Quantenausbeute einer Leuchtsubstanz in fliissigem oder ge- 
-schmolzenem Zustand notwendigerweise sehr gering und betragt im 
Bestfall nur etwa 1/100 derjenigen eines Anthrazenkristalls [14]. 
‘ Fiir Substanzen in plastischem Zustand bleibt jedoch eine gewisse 
_Fluoreszenzfahigkeit erhalten [94]. 
: Infolge teilweiser Uberdeckung des Emissions- mit dem Absorp- 
tionsspektrum wird durch Eigenabsorption (Resonanztilgung) die abge- 
-gebene Lichtmenge nochmals verringert (Abb. 1 0). 

Es ist nicht méglich die (schwer herzustellenden) Kristalle durch 
(einfache) fluoreszierende Fliissigkeiten zu ersetzen. 

Wird jedoch in einer lumineszenzfahigen Fliissigkeit eine Leucht- 
“substanz mit tiefer liegenden Energieniveaus in entsprechender Ver- 
“diinnung (wenige g/Liter) gelést, dann kann die Energie der untersten 
_B-Niveaus der Lésungssubstanz in nichtumkehrbarer Weise — mehr 
durch Resonanzenergietibertragung als durch Photoemission [15, 22, 
€42, 57, 58] — in noch kiirzerer Zeit (3 x 10—" Sek.) von der geldsten 


: 
, 
; 
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Substanz eingefangen und — nach erfolgtem Abbau der dabei erregtem 
héheren Schwingungszustande — unter nochmaliger Verschiebung nacly 
langeren Wellen ungestért ausgestrahlt werden, da die Energie weder 
auf die Molekiile der Lésungssubstanz zuriickkehren kann, noch auc 
von ihr wegen der stattfindenden Wellenverlangerung in merkliche 
Grad absorbiert wird. 
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Abb. 2. a) Emissionsspektren fliissiger Leuchtsubstanzen unter Erregung mit Co y-Strahlung. Die (fi 
die Wiedergabe leicht geglatteten) Kurven wurden mit einem Quarzmonochromator von BauscH und Lom} 
unter Bentitzung einer ultraviolett-empfindlichen Photoréhre (RCA-C7151) aufgenommen und sind nichi 
normalisiert (die Empfindlichkeit der Réhre zwischen 4000 A und 3500, bzw. 4500 4 fallt 10°). Die Leuch 
lésungen (m-Xylol mit 3 g/Liter p-Terphenyl und 10 mg/Liter Diphenyl-hexatrien) befanden sich in Luci 
zellen von 2,5 cm Lange, welche dicht vor den Spalt des Monochromators gesetzt wurden. Die Emissions} 
spektren von reinem m-Xylol und Phenyleyclohexan kénnen wegen ihrer Lichtschwache (0,01%) n 
-durch photographische Zeitaufnahmen erhalten werden und sind nach KaLLMANN [81] eingezeichne 
b) Spektrale Empfindlichkeitsverteilung typischer S-9 Kathoden. Die Kurven sind von gleicher eingé 
strahlter Lichtintensitat (bei allen Wellenlangen) auf gleiche Anzahl von einfallenden Photonen umgerechne} 

Nach MarsHati [Phys. Rev. 81, 275 (1951)}. 


Dieser UbertragungsprozeB geht praktisch mit 100° Wirksamkeil 
vor sich, so daB nun das ausgestrahlte Licht das Spektrum der geléste}] 
Leuchtsubstanz aufweist [56, 64] (Abb. 2a). 

Toluol z. B. liefert unter Bestrahlung mit ultraviolettem Licht eii 
Emissionsspektrum von 2500 A bis 3000 A, wahrend geléstes p-Terphen | 
Lumineszenzlicht von 3450 A bis 3900 A ausstrahlt. 
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Ahnlich mit anderen Losungsmitteln. Die optischen Absorptions- 
| langen (Verminderung auf 1/e des urspriinglichen Wertes) werden dabei 
| fiir Toluol auf 40,9 cm und fiir m-Xylol auf 18,5 cm vergréBert [44]. 
| Auch bei Leuchtsubstanzen in plastischer Lésung ist — wegen der 
| noch immer betrachtlichen inneren Beweglichkeit der Molekiile — der 

gleiche Mechanismus fiir Abbau und Ubertragung der Energie anzu- 
nehmen [15, 58, 64, 81, 97]. Eine héhere Konzentration der gelosten 
Substanz ist jedoch erforderlich [94]. 

Resonanziibertragung — im Gegensatz zur langsamen Energie- 
wanderung in anorganischen Kristallen — bedingt eine bedeutend 
kiirzere Dauer der Lichtimpulse in fluoreszierenden (festen und fliissigen) 
Losungen [19, 43, 71]. In organischen Kristallen (Anthrazen, Terphenyl, 
Stilben usw.) dagegen, wo es sich um Reinstoffleuchten ohne Uber- 
tragungsvorgang handelt, ist die Abklingungszeit der Lichtimpulse mit 
derjenigen fliissiger Leuchtsubstanzen vergleichbar®. Da die Tilgungs- 
prozesse infolge gehinderter innerer Beweglichkeit in festen Kérpern 
schwacher sind, ist die Lichtausbeute in Kristallen stets am gréBten. 

Durch das Beimischen einer Leuchtsubstanz wird — infolge des da- 
durch bedingten Einfangens der Erregung — die Quantenausbeute des 
Lésungsmittels, in welchem sich die Energieabgabe der einfallenden 

_ Strahlung fast ausschlieBlich vollzieht, 30- bis 40-mal vergréBert [57] 
(Abb. 2 a). 

Andererseits darf die Konzentration der gelésten Substanz wieder 
nicht zu groB genommen werden, da sonst Schwachung der erzeugten 
Lumineszenz durch Eigenabsorption (Resonanztilgung) eintritt, wie aus 
‘dem Sdattigungseffekt solcher Mischungen hervorgeht [56]. 

Unter allen Leuchtsubstanzen hat sich p-Terphenyl am wirksamsten 
erwiesen [89] und liefert 4894 der Impulshéhe von krist. Anthrazen. 
Doch sind neuerdings Substanzen bekanntgegeben worden (wie Di- 
phenyloxadiazol, PBD), welche diese Werte noch um 20% iiber- 
treffen [57]. 

Gute Lésungsmittel sind: Phenylcyclohexan, Phenylaether, Xylol, 
Toluol und Benzol [54]. 

Beigemischte Leuchtsubstanzen kénnen in gewissen Fallen — auch 
wenn es sich um gute Szintillatoren handelt — hemmend wirken, wenn 
wegen nahe beieinander liegender Resonanzniveaus auf den (B) Kurven 
des Lésungsmittels und der gelésten Substanz die Wahrscheinlichkeit 
einer riickwarts verlaufenden Wechselwirkung wieder gréBer wird 
(innere Léschung). Terphenyl fluoresziert gut in Xylol und Toluol, 

schlecht in Anilin. 

} Das erklart auch den lichtvermindernden Einflu8 von gewissen Ver- 
 unreinigungen, welche (selbst in Verdiinnungen von 1 : 1 000 000) die 
_ Lichtausbeute stark drosseln k6nnen. 

5 Typische Werte sind: Nal(Tl) 250 x 10~*; Stilben 6 x 10~%; Polystyren 
mit p-Terphenyl und Quaterphenyl 5 x 10—*; Toluol mit p-Terphenyl 2,5 x 10—°Sek. 

_ Die Abklingungszeiten sind am kiirzesten bei Erregung mit ultraviolettem Licht 
- [68, 101]. Auflésungszeiten von 2 x 10—1° Sek. und darunter sind erreichbar [76, 82]. 
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tration (wenige mg/Liter) beigegeben, so wiederholt sich der Vorgang 1 in, 
a is von neuem. 


dann letztlich unter erneuter Wellenverlangerung ausgestrahlt wird. | 
Der UbertragungsprozeB ist auch hier wieder 100% unter vollstandiger | 
Verschiebung des ausgestrahlten Lichtes nach dem Spektrum des} 
ey Men Rbosphors (16, a (Abb. ele ) 


sitatsverminderung ahvermerdicn. | 

Durch diesen erneuten Verlagerungseffekt wird die Absorption im | 
Losungsmittel nochmals verringert, so daB z. B. die Absorptionslange in| 
plastischen Lésungen auf etwa 2 m und in Toluol bis auf 5 m vergroBert | i 
wird [45, 95]. 

Auch der Reflexionskoeffizient von Magnesiumoxyd, das zwecks | 
besserer Lichtsammlung in den Szintillatoren zur Verwendung kommt, | 
wird verbessert. | 


AuBerdem kann bei geeigneter Auswahl des Bandverlagerers das} 
Maximum des ausgestrahlten Spektrums mit der maximalen Kathoden- 
empfindlichkeit des Elektronenvervielfachers in Ubereinstimmung ge- 
bracht werden, so daB die infolge der erneuten Ubertragung eingetretene | 
Intensitatsverminderung mit Some ausgeglichen wird. 30% bis 40% |} 
grOBere Lichtimpulse werden auf diese Weise erhalten 36, 58, 84] 
(Abb. 20). 

Fluoranthen, Diphenylhexatrien (DPHT) und Alphanaphtylphenyl- 
oxazol (aNPO), welche Emissionsspektren von 4000 A bis 5500 A be-. 
sitzen, sind fiir den RCA-5819 Vervielfacher (mit Empfindlichkeits- 
maxima bei 3700 A und 4800 A) besonders gut geeignet [58]. ) 

Diphenylhexatrien ist vor allem mit Phenylcyclohexan besonders 
wirksam, weil in diesem Fall die innere Tilgung kleiner als in jedem_ 
anderen Lésungsmittel ist (Impulshéhen in Phenyleyclohexan und 
Toluol wie 3 : 2). i 

Die Verwendung von Phenylcyclohexan als Lésungsmittel ist auch 
insofern von Vorteil, da es — im Gegensatz zu Xy lol und Toluol — 
plastische Behalter aus Lucit, Blemicias usw. nur sehr schwach (wenn 
iiberhaupt) angreift. Wir haben Szintillationszellen aus plastischem||h 
Material itber ein Jahr in Betrieb gehalten, ohne daB fluoreszenz-|\) 
léschende Vergiftungserscheinungen feststellbar gewesen waren. 

Diphanyloxazol (PPO) (Am == 3820 A), das sich zwischen p- Terphenyl || 
(A = 3520 A) und aNPO (A, = 4150 A) sowie DPHT (Am — 4280 A) |p 
befindet, kann sowohl als zweite [56, 84] als auch als erste [36, 48, |] 
49, 100] Losungssubstanz beniitzt werden. Letzteres ist manchmal von ||) 
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Vorteil, da p-Terphenyl bei niedrigen Temperaturen in Xylol und Toluol 
schwer léslich ist [5]. 

Neuere Bandverlagerer werden von Haynes [47] und ARNOLD [5] 
angegeben. 

Die Verschiebungseffekte sind aus den Emissions- und Absorptions- 
_ kurven ersichtlich, welche — teils unter y-Strahlen-, teils unter Licht- 
_ erregung — fiir verschiedene Lésungen mit Hilfe eines Quarzmonochroma- 
_ tors von BauscH und Lomp aufgenommen wurden (Abb. 2a und 3), 
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Abb. 3. Absorptionseffekte fliissiger Leuchtsubstanzen unter Bestrahlung mit ultraviolettem Licht. 

Me8bedingungen wie in Abb. 2. Die Lésungen (m-Xylol mit 3 g/Liter p-Terphenyl und 10 mg/Liter Dipheny]- 

hexatrien) befanden sich in Absorptionszellen aus Lucit von 5 cm Lange, welche zwischen dem Mono- 

chromator und der Photo-Roéhre eingesetzt wurden. Als Beleuchtungsquelle diente eine ,, Hanovia‘* Wasser- 

stoff-Entladungsréhre (Hanovia Chemical Mfg Co. Newark N.J.). Die feineren Einzelheiten des Wasser- 
stoffspektrums wurden in der Zeichnung weggelassen. 

Vollstandige Verlagerung des ausgestrahlten Lichtes nach langeren 
Wellen ist unverkennbar. Diese auch von BOWEN, KALLMANN und 
Kosxr [16, 56, 64] vorgefundenen Verhdltnisse kOnnen — unter Be- 
strahlung mit ultraviolettem Licht — von GERMANN et al. [36] nicht 
bestatigt werden, obwohl nach Harrison und SANGSTER [19, 43, 90, 
95] die Art der primaren Erregung auf die Ubertragungsprozesse (mit 
Ausnahme der Abklingungszeiten) keinen Einflu8 hat. 

Im allgemeinen kénnen Bandverlagerer (Shifter) wegen groBer 
Selbsttilgung nur in sehr geringer Konzentration verwendet werden. 
Doch sind in gewissen Fallen, wie z. B. bei Diphenyloxazol Konzen- 
trationen von einigen mg/Liter bis zu wenigen g/Liter nicht kritisch [84]. 

Der Reinheitsgrad aller Lésungsbestandteile ist jedoch stets von aus- 
_schlaggebender Bedeutung, da selbst Spuren von fremden Beimischungen 
stark vergiftend und fluoreszenzhemmend wirken. Proben derselben 


| 
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Firma k6énnen sich in der Lichtausbeute um 10% unterscheiden; iiber || 
30% wenn sie von verschiedenen Herstellern bezogen werden [54]. | 
Zusatzliche Purifikation im Laboratorium hat oft die Pulshéhen um | 
100% verbessert [36]. | 

Moglicherweise kénnen fluoreszenzfordernde oder hindernde Ver-1 
unreinigungen viele, einander widersprechende Untersuchungsergebnisse }) 
erklaren. In einer Reihe von Messungen erwies sich z. B. Quaterpheny] || 
um 30%, wirksamer als p-Terphenyl, wahrend es nach anderen nur die: 
Halfte der Wirksamkeit des Terphenyls besitzt [55, 90]. 

Geléster Sauerstoff tibt einen ausgesprochenen Drosselungseffekt auf 
die Lumineszenzfahigkeit des Szintillators aus, da vermutlich Photo- | 
dissoziations- und Photodimerisierungsprozesse dem Lichtemissions- und|] 
Lichtiibertragungsvorgang hemmend entgegenwirken [5, 84]. Nachif 
Durchleiten von Stickstoff durch eine p-Terphenyl-Xylol-Lésung konnte} 
eine zweimal gréBere Lichtmenge erhalten werden, so daB — ent-} 
sprechende Empfindlichkeit des Vervielfachers fiir Anthrazen} 
(Am = 4470 A) und geléstes p-Terphenyl (A = 3520 A) vorausgesetzt — 
selbst die Lichtausbeute des Anthrazens tibertroffen werden kann [84]. | 
Bei manchen friiheren Messungen mag die Nichtberiicksichtigung dieser} 
Abhangigkeit ein Grund fiir viele divergierende Ergebnisse sein. 

Mit steigender Anzahl von konjugierten Doppelbindungen steigt auch} 
die Fluoreszenzfahigkeit an. So gibt z. B. Quaterphenyl in festem Zu-} 
stand 83% der Impulshéhe des Anthrazens, wahrend p-Terphenyl nurj 
65% liefert [90]. Doch wird bei wachsender Anzahl von Doppel-4 
bindungen auch die innere Tilgung gréBer, so daB sich die Ausbeute bei! 
Verwendung solcher Substanzen in geléster Form auch umkehren kann, 
wie es Zz. B. bei Anthrazen und Naphtazen, Terphenyl und Quaterpheny 
der Fall ist [31]. | 

Da die innere Tilgung fiir die Fluoreszenzfahigkeit so entscheidendj 
ist, bewirken selbst chemisch verhaltnismaBig kleine Strukturunter-+} 
schiede betrachtliche Verschiedenheiten in der Wirksamkeit. So be 
sitzt z. B. o-Terphenyl 4%, m-Terphenyl 20% und p-Terphenyl 48°% den 
Fluoreszenzergiebigkeit des Anthrazens [59]. 

Der UmwandlungsprozeB, in welchem die im Szintillationskérpen| 
abgegebene Energie in letzthin ausgestrahltes Lumineszenzlicht ver 
wandelt wird, besteht in einer Reihe von aufeinanderfolgenden Er 
regungsaufnahmen und Abgaben, bei welchen die chemische Zusammen-—| 
setzung und Komplexitaét der Leuchtsubstanzen, ihre Reinheit und} 
Konzentration wegen der dadurch bedingten Ubertragungs-, Drosse+f 
lungs- und Ausstrahlungseffekte eine groBe Rolle spielen. 1 

Ein komplexes System von drei verschiedenen Substanzen schein | 
fiir optimale Lichtausbeute notwendig zu sein. Shifter, wie Diphenyl+ 
oxazol und Diphenylhexatrien allein geben nur etwa 60% der Lichtmenge if 
einer reinen p-Terphenyllésung [57, 84]. Pyren (Am = 4750 A), welchesif 
in festem Zustand mit p-Terphenyl gleichwertig ist, gibt in Lésung nu i 
ein Viertel der Impulshdhe einer reinen p-Terphenyl-Toluollésung [78].) 
Ahnliche Verhaltnisse liegen mit aNPO vor [36] 1) 
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Da die Selbsttilgung der Bandshifter stets bedeutend ist, bietet die 
Mischung der Leuchtsubstanzen einen Weg dar, sie zu vermeiden. 

_ Die Einzelheiten des ganzen Vorganges der mehrmaligen Verwand- 
lung und Ubertragung von Energie sind noch umstritten. 

Nach Versuchen von AGENO et al. muB dabei auch eine Ubertragung 

durch Photonen wirksam sein [1, 2]. Diese kénnte auch in Form von 
‘sogenannter ,,verborgener“’, weil sehr kurzwelliger Stahlung (1000 A 
bis 2000 A) vorhanden sein. Die Erregungsfortpflanzung selbst durch 
dazwischen geschaltete durchsichtige Scheidewande spricht dafiir. 
_ Doch zeigen auch fluoreszenzunfahige Lésungsmittel ohne konju- 
gierte Doppelbindungen, wie Paraffinél u. a., einen — wenn auch ge- 
ringeren — Ubertragungseffekt. Mit nichtfluoreszierenden Lésungs- 
mitteln werden nur 15% (bei Erregung mit ionisierender Strahlung), 
bzw. 5% (bei Erregung mit Licht) der anderweitig erhaltlichen Energie- 
ausbeute erreicht [56]. Doch muB das nicht notwendigerweise der 
Photonenhypothese widersprechen, da die Ubertragung durch direkt 
erzeugte primdre Photonen erfolgen kann [{9, 10]. 

Vorwiegende Ubertragung durch ZusammenstoB und durch Bildung 
von Doppelmolekiilen (Resonanzenergieaustausch) mu8 jedoch nach 
neueren Untersuchungen auch fiir fluoreszierende Substanzen angenom- 
‘men werden [15, 22, 58, 87]. AusschlieBliche Weitergabe durch Photonen, 
was wohl im Falle der Bandverlagerer (Shifter) méglich ist, wiirde in- 
folge starker Léschung in der Lésungssubstanz unzureichend sein [56]. 

Auch bei festen Lésungen fluoreszierender organischer Substanzen 
(plastische Szintillatoren) kann die Strahlungstibertragung nicht mehr 
als 20% ausmachen [94, 97]. 

Die Lichterregung tiber Absorption von Strahlung scheint ein Spe- 
zialfall eines viel allgemeineren Vorganges der Wanderung von Energie 
zu bestimmten Wirkungszentren zu sein, wobei — je nach Umstanden — 
Lumineszenz, photographische Sensibilisierung oder chemische Struktur- 
veranderungen in Erscheinung treten koénnen [8, 11, 79]. Auch in bio- 
logischen Systemen ist wahrscheinlich ein ahnlicher ProzeB von Uber- 
tragung und Einfang der Energie durch gewisse Molekiile von funda- 
mentaler Bedeutung (Strahlungsimmunitat, Schutz lebenswichtiger 
Enzymsysteme, Beeinflussung biologisch wichtiger Zyklen durch die 

Gegenwart von Fremdsubstanzen im Organismus [53, 86]). Der ein- 
fachere physikalische Vorgang mag auch hier ein Schliissel zur Er- 
fassung komplizierter biologischer Prozesse werden’. 


8 Die Frage nach der krebserregenden Wirkung der im Gebrauch befindlichen 
-Szintillationssubstanzen ist aktuell, da sie zu den Klassen von organischen Ver- 
bindungen gehéren, unter welchen diese Eigenschaft haufig anzutreffen ist 
[Coutson C. A., ,,Electronic Configuration and Carcinogenic Activity’; BADGER 
G. M., ,,Chemical Constitution and Carcinogenic Activity‘‘, Advances in Cancer 
Research, Vol. 1 und 2 (Acad. Press Inc., New York 1954) ]. Doch kénnen nach 
eingehenden Untersuchungen des National Institute of Health [Survey of Com- 
‘pounds which have been tested for Carcinogenic Activity (National Cancer Institute, 
Bethesda Md. 1951)], sowie nach freundlicher Mitteilung von Dr. M. SHIMKIN 
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Der ProzeB ist bei Erregung durch ultraviolettes Licht oder durch} 
ionisierende Quanten- und Teilchenstrahlung derselbe, obwohl die Auss| 


beute bei passend eingestrahltem Licht wegen Wegfalls hoher ange?) 
regter Zustande groBer ist [19, 90] (siehe dagegen GERMANN et al. [34]))) 
Auch die Abklingungszeiten sind dabei am kiirzesten [68, 101}. 


| 
| 


Erregungsdichte mit der dadurch bedingten Konzentrationstilgung er-} 
klarbar ist. Bei Verringerung der Lichtintensitat steigt auch die Er} 
giebigkeit [58]. 

Durch Einstrahlen von bestimmten Wellenlangen kénnen einzeln¢ 
Bestandteile des Leuchtgemisches gesondert erregt werden, wobei dic 
Verhaltnisse und die Wirkungsweise der stattfindenden Ubertragungs4 
prozesse besser tibersehen werden kénnen [58]. | 

Erste Erfolge sind zu verzeichnen, doch ist zur endgiiltigen Klarung 
noch eine lange Reihe von Untersuchungen notwendig. 

Wenn man bedenkt, daB selbst im Bestfall noch immer etwée 
100 eV — Nal(Tl) 30 eV; Anthrazen 65 bis 85 eV; Toluol-Terpheny) 
150 eV — zur Erzeugung eines einzigen Fluoreszenzphotons notwendig{ 
sind, wahrend bei direkter Anregung wenige eV geniigen wiirden, s¢ 
steht zu entscheiden, ob dieser niedrige Wirkungsgrad naturnotwendig| 
ist, oder durch die noch unvollkommene Abstimmung der verschiedener 
Bestandteile in der Leuchtmischung bedingt wird. 

15% der anfanglich abgegebenen Energie werden bislang in krist# 
Szintillatoren, 7% in fliissigen Leuchtsubstanzen ausgestrahlt [31] 
Diese Werte bleiben noch erheblich hinter dem Wirkungsgrad technische! 
Leuchtrohren zuriick. 

Phadnomenologisch kann der Vorgang nach KaLLMANN, BIRKS ua 
Bowen durch Formeln dargestellt werden, in welchen die verschiedene 
Ubergangs- und Ausstrahlungswahrscheinlichkeiten als Parameter ei 
gehen. Die Ubereinstimmung der theoretischen mit den experimentelles}f 
Kurven bestatigt die Richtigkeit der Grundannahmen iiber Natur und 
Verlauf des Lumineszenzprozesses [10, 16, 56, 57, 87, 94). 


b) Lichtsammlung und Lichtleitung. 


Zur Erzielung optimaler Auflésung im Szintillationszahler sind még 
lichst groBe Lichtmengen, sowie gute GleichmaBigkeiten der Licht} 
impulse erforderlich. 


(Medical Center, Univ. of Calif.) die bislang gebrauchlichen Leuchtsubstanzen (mi 

etwaiger Ausnahme von Pyren) als ungefahrlich bezeichnet werden. Uber di 
Phenyloxazole ist nichts naheres bekannt. 

Da jedoch die meist an Tieren angestellten Untersuchungen nicht notwendiget} 

weise — wenn auf andere Verhiltnisse iibertragen — giiltig bleiben miissen, und dif 
ferner selbst kleine Strukturunterschiede solcher Substanzen oder ihre verschiede | 
artige Zusammenmischung bedeutende Veranderungen der carcinogenen Aktivitey 
nach sich ziehen kénnen, ist auf diesem, im Grunde noch so wenig erkannten Ge 
biet, stets eine gewisse Vorsicht am Platz. 


; 
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Die im Szintillationszahler erzeugte Lichtmenge wird durch még- 
lichste Verktirzung der Laufwege der Strahlen am besten ausgeniitzt, 
wahrend die GleichmaBigkeit der Impulse wieder durch vielfach wieder- 
holte Reflexionen — nach Art eines integrierenden Kugelphotometers — 
bedingt wird. Im Falle der Verwendung einer solchen ,,Guckloch- 
Methode mu8 — je nach der GréBe des Szintillators — eine Ver- 
tingerung der Lichtausniitzung von 75% bis 95°, in Kauf genommen 
werden [60]. Die Impulshéhen nehmen z. B. bei Verdoppelung der Lange 
des Szintillators auf 50% ab [92]. 

In manchen Fallen wieder ist fiir bessere Energieabgabe der ein- 
fallenden Teilchenstrahlung ein groBes Volumen vorteilhaft. 


Optimale Lésungen fiir diese widerstreitenden Forderungen miissen 
experimentell gefunden werden. Teilweise sind auch theoretische Be- 
rechnungen — hauptsachlich fiir optimale Lichtleitung — angestellt 
worden [17, 35]. Mit zunehmender Gr6Be der Szintillatoren werden die 
Probleme schwieriger. 

Infolge ausgesprochener UngleichmaRigkeit der Lichtimpulse bei 
spiegelnder Begrenzung der Szintillatoren, wobei sich verschiedene Vor- 
zugskegel der Reflexion ausbilden, kommt nur diffuse Zuriickwerfung 
in Frage. Auch wird dadurch dauernder LichteinschluB im Szintillator 
durch Totalreflexion am Austrittsfenster vermieden, weswegen diffuse 
Reflexion auch gréBere Impulse liefert [7, 13]. Doch gibt es auch ver- 
einzelte Falle, in welchen spiegelnde Begrenzung des Szintillators vor- 
euziehen ist -(19, 92]. 

Porzellanbecher oder Behalter mit mattweiBen Anstrichen sind ver- 
wendet worden [56, 100]. Am besten hat sich Magnesiumoxyd bewahrt, 
wenn es entweder als gut getrocknetes Pulver an der AuBenseite der 
Szintillatoren aufgetragen, oder — unter Verbrennung eines Magnesium- 
bandes — als Oxydrauch aufgedampft wird [13]. Leichte Aufrauhung 
der Oberflachen ist erwiinscht [13]. Reflexionswerte von 90% bis 97% 
k6nnen auf diese Weise erhalten werden. 

Fiir NalI(Tl) ist Aluminiumoxyd vorzuziehen, da Magnesiumoxyd in 
Kontakt mit dem Kristall chemisch reagiert und allmahlich eine leichte 
Farbung hervorruft’. 

Gute optische Verbindung zwischen dem Szintillator und der Photo- 
kathode des Elektronenvervielfachers ist erforderlich und wird am besten 
durch Auffiillen der Zwischenraume mit Mineralol oder Vakuumfett be- 
werkstelligt [61]. Siliconfett (Dow-Corning 200 Fluid, 10° Centistokes) 
ist vorztiglich geeignet. 

Wenn die Abmessungen des Szintillators nicht mit der GroBe der 
Photokathode iibereinstimmen, wird eine besondere Anpassungsvor- 
richtung notwendig. Die anfanglich versuchten Reflektoren in sphari- 


7 Nach freundlicher brieflicher Mitteilung von Dr. P. R. Beri (Oak Ridge) ist 
a-Alumina (von Linde Air Company als Linde Abrasive ,,A‘‘ in den Handel ge- 
bracht) ein besserer Reflektor und greift auch — im Gegensatz zu MgO — den 
Nal(Tl) Kristall nicht an. 
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scher und elliptischer Form sind durch Lichtleiter abgelost worden, 
welche seit dem Erscheinen von Vervielfachern mit halbdurchlassigen 


Endkathoden fast ausschlieBlich in Gebrauch gekommen sind [17, 72]. || 

Solche Lichtleiter sind entweder in Form von hohlen Trichtern oder || 
von verjiingend zulaufenden, aus durchsichtigem Material verfertigten || 
Prismen in Verwendung gekommen. Im ersten Fall wird die Lichtleitung | 
durch diffuse Reflexion, in letzterem durch Totalreflexion bewerk- i) 


stelligt [6, 51]. Infolge vielfacher Zuriickwerfung der Strahlen und 


wegen Verkleinerung des fiir die direkte Ubertragung wirksamen | 


Offnungswinkels sind betrachtliche Lichtverluste unvermeidlich. 


okies Ge. STEPS 
RELATIVE PULSE HEIGHTS FOR 
SEVERAL SCINTILLATOR AND 
LIGHT—PIPE CONFIGURATIONS 


Abb. 4. Relative Impulshéhen fiir Szintillatorzellen und Lichtleiter verschiedener GréBe. Die Tiefe der | 


Zellen betrigt 2’” (bzw. 1” fiir die 8’’ x 20’’ Zelle). MeBverfahren wie bei Abb. 6. Die Impulshéhen des 


ce) Dunkelstroms tiber den MeBbereich betragen } bis 4, wenn auf dasselbe Verhaltnis bezogen. || 


Das gilt besonders fiir hohle Lichtleiter mit diffus reflektierenden | 
Innenflachen, da in diesem Fall die Lichtfortleitung dem Gesetz einer | 


Diffusionsgleichung unterworfen ist. 


Wenn bei total reflektierenden Lichtleitern der Querschnitt konstant 


gehalten wird, und sich seine Form adiabatisch andert, dann kann nach 


Uberlegungen von GarwIn die Lichtfortleitung — nicht die Licht- | 


sammlung — verlustfrei erfolgen (unabhangig von der Form des Quer- 
schnittes und von der Linge des Leiters) [35]. 

Unter Verwendung fliissiger Szintillatoren (Phenyleyclohexan mit 
3.g/1 p-Terphenyl und 10 mg/1 Diphenylhexatrien) in Lucitzellen, welche 


allseitig von Magnesiumoxyd umgeben waren und durch einen hohlen, | 
mit MgO bedampften Lichtleiter mit einem RCA-5819 Photoelektronen- } 
Vervielfacher in Verbindung standen, wurde von uns die in Abb. 4/| 
angegebene Lichtverminderung festgestellt. Bei 92% bis 94° Reflexion 1p 
und unter Beriicksichtigung der Gestalt der Zelle kann fiir den Fall des | 
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direkten Kontakts zwischen Szintillator und Vervielfacher die Licht- 
ausbeute auf 25%, geschatzt werden [1001]. 

Mu8 der Vervielfacher von den Szintillatoren rdéumlich getrennt 
werden, was infolge starker Magnetfelder oder wegen Raummangels 


_ oft notwendig ist, dann sind langere Lichtleiter in Form von total 


reflektierenden Staében zu verwenden. Solche Stabe, welche nach Um- 
standen auch gewinkelt sein kdnnen, sollenselbst nicht fluoreszieren, einen 
hohen Brechungsindex besitzen und optisch méglichst durchlissig sein. 

Quarz, sowie Lucit, Plexiglas und Polystyren sind gut verwendbar. 
Polystyren fluoresziert jedoch schwach unter Einwirkung von Strah- 
lung [73, 94]. CERENKOy-Strahlung ist — unter TeilchenbeschuB — bei 
allen Lichtleitern unvermeidlich. 

Infolge von Absorptions- und Reflexionsverlusten ist stets eine be- 
trachtliche Intensitatsverminderung vorhanden, welche z. B. bei einem 
Lucitstab von 2 cm Durchmesser bei Langen von 5, 30 und 100 cm, 
15%, bzw. 40° und 80% betragt [99]. 

Die Impulshéhen aber sind, selbst bei diffus reflektierender Be- 
grenzung der Szintillatoren, nicht gleichmaBig. Bei Szintillatoren von 
20 cm Durchmesser werden — je nach dem Ort der Energieumsetzung — 
Schwankungen im Betrag von 1 : 2 beobachtet [6, 35]. 

Abhilfe dafiir wurde durch Verwendung einer gréBeren Anzahl 
parallelgeschalteter Vervielfacher versucht. Aber selbst unter Be- 
nitzung von 16 RCA-5819 Rodhren wurden in einem 120 cm langen 
Szintillator noch Schwankungen von 20%, festgestellt [21]. 

Bei noch grdBeren Szintillatoren mit 300 1 Inhalt ist man bis auf 
90 Vervielfacher gekommen. Die GleichmaBigkeit der Impulse ist aber 
selbst in diesem Fall nicht besser als 30°% [4, 23]. 

Zur befriedigenden Lésung dieser Schwierigkeit mu der Photo- 
elektronen-Vervielfacher mit in Betracht gezogen werden. 


c) Kathodenempfindlichkeit und Verstérkungsfaktor des 
Elektronenvervielfachers. 

Das vom Szintillator zum Elektronenvervielfacher geleitete Lu- 
mineszenzlicht ]ést an der Photokathode Elektronen aus, welche beim 
Durchlaufen von Potentialgefallen zwischen einer Reihe von aufein- 
anderfolgenden Prallelektroden (Dynoden) um einen von diesen Po- 


_tentialunterschieden abhangigen Faktor (3 bis 4) vervielfacht werden 


und schlieBlich eine Elektronenlawine liefern [12, 75, 96}. 

An der Ausgangsanode des Vervielfachers kénnen dann, je nach 
Schaltung, einzelne Impulse oder auch ein integrierter Gesamtstrom er- 
halten werden. 

Die lichtempfindliche Kathodenschicht soll méglichst hohe Photo- 
elektronenausbeute mit geringster Thermoelektronenemission (Dunkel- 
strom) vereinigen, wenn ein annehmbares ,,Signal — zum Dunkelstrom” 
Verhaltnis erreicht werden soll. 

Halbdurchlassige Schichten, welche in Form von , Penstern’’ an der 
Innenseite der Vervielfacherréhren aufgetragen sind, haben sich trotz 

21+ 
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! 
verminderter Quantenausbeute den vorerst iiblichen Vervielfachern mit || 
undurchsichtiger Innenkathode iiberlegen erwiesen. GrdBere Ober- || 
flaichen kénnen auf diese Weise leicht hergestellt und bessere optische | 
Verbindung mit den Szintillatoren kann bewerkstelligt werden, so daB 
das erzeugte Lumineszenzlicht besser ausgeniitzt werden kann [25). | 

Die Elektronenausbeute der besten (Sb-Cs) Kathoden, welche bis- || 
lang nur etwa 5% betrug, konnte durch geeignete Behandlung der emp- | 
findlichen Schichten im HerstellungsprozeB auf 15° gesteigert werden. 
Ein theoretischer Héchstwert von 20% bis 25%, scheint erreichbar 
zu sein [24a, 39]. | 

Die Verstarkungsfaktoren sind eine Funktion der angelegten Po- 
tentialunterschiede und laufen gewohnlich, je nach Anzahl und An- 
ordnung der Prallelektroden, von 10° bis 10%. 

In Einzelfallen sind sie auch noch hodher (101) getrieben worden. | 

Impulsst6Be von 40 Volt kénnen auf diese Weise von einem einzigen | 
Photoelektron erhalten werden, so daB sich eine zusatzliche Nachver- | 
starkung ertibrigt [39]. 

Unter den amerikanischen Vervielfachern sind die RCA-Rohren®: } 


[20, 25, 40]: 
ee Dynoden-| Kathoden- Kathoden- Emp 
ezeichnung lichkeits- 
anzahl durchmesser anordnung ieee 
931A 9 ee ON Pkg Innenkathode S—4 
1P2) 9 DO ae Sole Innenkathode S—4 
1P28 9 Ba SY Innenkathode S—5 
4646 16 Wy WEN Endkathode, flach S—9 
6199 10 ee Endkathode, flach S—9 
5819 10 eet aee Endkathode, gew6élbt S—9 
6342 10 Wein Endkathode, flach S—9 
C7140 10 Wi Endkathode, flach | S—5 
H5037 10 Silo Endkathode, gewélbt | S—9 | 
6372 10 Se Seat Seitenkathode S—9 | 
: 
8 Anmerkung: Typische Empfindlichkeitskurven — S—5 (Amay =3300 A), |} 


S—4 (Amax = 4200 A), S—9 (Amax=4800 A) und S—1 (Ajagx=8400 A) — werden }| 
an verschiedenen Stellen angegeben [10, 12, 24]. 
Betreffs der Zuordnung der verschiedenen Réhren zu diesen Kurven besteht i) 
eine gewisse Verwirrung, welche (nach freundlicher Mitteilung von Dumont und |} 
RCA) in Balde durch eine neu einzufiihrende Nomenklatur behoben werden soll. 
Sb-Cs Schichten an Innenkathoden aus Metall besitzen S—4 Empfindlichkeit, | 
wahrend die halbdurchlassigen Endkathoden sich in der Empfindlichkeit mehr | 
oder weniger (je nach Glassorte, Dicke usw.) der S—9 Kurve nahern. | 
Durch Spezialfenster (Quarz, Corning 9741) an den Réhren kann — unter | 
Ausniitzung der Ultraviolett-Empfindlichkeit der Sb-Cs Schichten — eine S—5)} 
Kurve erhalten werden. 
Ag-O-Cs Schichten weisen S—1 Empfindlichkeit auf und werden in Spezial- | 
rohren (EMI 6095, 6096 u. a.) verwendet. 


sowie die Dumont-Réhren [69, 70]: 
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Bezeichnung Dynoden- Kathoden- Kathoden- nena 
anzahl durchmesser anordnung 
: kurve 
ae ee a ee i eee a eee 
KET) 6 baa Endkathode, flach S—9 
6362 10 Ss Endkathode, flach S—9 
6467 10 Wee Endkathode, flach S—9 
6291 10 te Endkathode, flach S—9 
6292 10 > Endkathode, flach S—9 
6363 10 oe Endkathode, flach S—9 
6364 10 5” Endkathode, flach S—9 
K1213 12 oy Endkathode, flach S—9 
K1209 12 on Endkathode, flach S—9 
in Verwendung gekommen. 
Von englischer Seite werden folgende Réhren [73, 80, 93]: 
Pose Dynoden- Kathoden- Kathoden- Bap and- 
ezeichnung lichkeits- 
°| anzahl durchmesser anordnung ies 
EMI 6094 1l Sede Endkathode, flach S—9 
EMI 6256 13 ciew Endkathode, flach S—5 
EMI 6685 | 14 ST a Endkathode, flach S—9 
EMI 6255 13 Lie ieee Endkathode, flach S—5 
EMI 6260 11 | ae Endkathode, flach S—9 
EMI 6262 14 Sas Endkathode, flach So 
EMI 6099 ll 41/,” Endkathode, flach S—9 


serienmabig hergestellt. 

Verschiedene andere Rohren, wie die Vervielfacher von SCHAETTI 
und LALLEMANT, sind bislang nur versuchsweise verfertigt worden 
r2;- 91]. 

Réhren mit Kathodendurchmessern von 7’ und 16” werden in 
Hinblick auf die wachsenden Abmessungen der Szintillatoren bereits 
verfertigt. Selbst groéBte Kathodendurchmesser (bis 30’) werden ver- 
sucht {40, 70]. 

Die Vorteile besserer optischer Verbindung mit den Szintillatoren 
werden aber andererseits durch neve Schwierigkeiten in der Behandlung 
und Anwendung groBflachiger Kathoden (Dunkelstrom, Absaug- 
wirkungsgrad der Elektronen zur ersten Dynode) wieder verringert. 
Hier steht der Herstellungstechnik noch ein weites Feld offen. 

Mit Ausnahme der Rohren 1P21 und 1P28, welche durch besonders 
kurze Transitzeiten der Elektronenlawine ausgezeichnet sind und sich 
daher fiir Koinzidenzmessungen besonders gut eignen, besitzen alle 
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Vervielfacher halbdurchlassige Kathoden, die am flachen Ende der 
Rohren unmittelbar an der Innenseite aufgetragen sind. 

Die RCA- und Dumont-Rohren scheinen im allgemeinen am besten 
geeignet zu sein, da sie geringe Transitzeit-Streuung (10—® Sek.) und 
gute Linearitat mit geniigender Empfindlichkeit vereinigen. Die eng- 
lischen Rohren, welche in manchen Punkten (Verstarkungsfaktor, ge- 
ringer Dunkelstrom) iiberlegen sind, weisen groéBere Transitzeiten mit 
reduzierter Auflésungsfahigkeit (10-8 Sek.) auf [10], was durch die aus- 


einandergezogene Anordnung der Prallelektroden bedingt ist [3]. Sehr || 


kleine Streuungen treten bei der R6hre RCA—6342 auf [20]. 


E 


SENSITIVITY CONTOURS 
OF END-WINDOW TYPE PHOTOMULTIPLIERS 


Abb. 5. Kathodenempfindlichkeitskurven fiir verschiedene RCA-5819 (4, B, C, D, E) und einen EMI-5311 (F) 


Elektronenvervielfacher. Der Abstand der Niveaulinien betragt 2 DB bei den RCA Réhren und 5 DB beim i) 


EMI Vervielfacher. Nach GopLove, Wapr und EncsTer [Rey. Sci. Instr. 25, 1 (1954)). 


Bei allen Rohren aber ist die Elektronenergiebigkeit an den ver- | 
schiedenen Punkten der Kathodenoberflache infolge von Ungleich- | 
maBigkeiten in der Schichtempfindlichkeit und im Absaugwirkungsgrad \| 


der Elektronen ungleich [24a, 38]. 


Es sind gleichmaBige und ungleichmaBige Empfindlichkeitsgradienten | 
vorhanden, welche z. B. fiir die Réhren RCA—5819 im Mittel etwa | 
6DB/Zoll betragen und iiber die ganze Oberflache etwa 10 DB er- \| 


reichen. Das entspricht einem Impulshdhenverhaltnis von 1 : 3. 
Ahnliche Verhaltnisse bestehen bei den EMI-Rohren (Abb. 5). 


An der Réhre RCA—C7157 (jetzt 6372) wurde von A. Hupson mit | 
Hilfe eines kleinen NaI(Tl) Kristalls von 5 mm Seitenlange ein Abfall || 
der Impulshéhen auf ein Drittel am Rande der Kathode festgestellt. || 


| 


4 


Fiir die neuen Dumont-Réhren werden gute GleichmaBigkeiten — | 
selbst bei groBflichigen Kathoden — angegeben [69, 70]. Auch die | 


| 
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~ RCA-Rohren 4646 und H5037 vereinigen hohe Verstarkung mit groBer 

und gleichférmiger Absaugwirkung [40]. Dies ist eine Folge besonders 
konstruierter elektronenoptischer Kollektoren. 

Streuung in den Giiteziffern macht — zur Erzielung bester Resul- 

tate — eine sichtende Aussonderung der Réhren notwendig [13, 96]. 
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Abb. 6. Impulshéhenverteilung in Szintillatorzellen verschiedener GréBe. Die Szintillatorzellen (1’ x 8’ x 20’, 
2’ x 4’’ x 20’ und 2’ x 4’ x 4”) sind durch 3”’ lange Lichtleiter mit RCA-5819 Elektronenvervielfachern 
verbunden. An den angegebenen Punkten wurde mittels kollimierter y-Strahlung von Co®® das Impuls- 
spektrum aufgenommen und in Punkten gleicher Impulszahl/Sekunde verglichen. 

Sorgfaltige Abschirmung gegen magnetische Felder ist notwendig, 
da die Verstarkung und Streuung der Rohren — selbst durch das erd- 
magnetische Feld — wesentlich beeinfluBt werden [25, 38a]. Beim 
Drehen eines RCA-5819 Elektronen-Vervielfachers wurden von 
A. Hupson Impulshéhenschwankungen im Betrag von 2,6:1, bzw. 
1,8 : 1 festgestellt, wenn die Dynodenanordnung parallel, bzw. senkrecht 
zum erdmagnetischen Feld orientiert war. Die Abschirmung wird am 
besten mit Hilfe eines u-Metall-Panzers (J. Millen Mfg Co. Malden, 
Massachusetts) bewerkstelligt. Die EMI-Rohren sind (wegen geringerer 
Focussierung) weniger st6rempfindlich. 
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Lichtausbeute und Halbwertsbreite der Impulsverteilung sind am 
giinstigsten, wenn jeweils nur der empfindlichste Punkt der Kathoden- 
oberflache bentitzt wird. Halbwertsbreiten von 7% (bei Benutzung des || 
empfindlichsten Punktes) und von 15% (bei gleichmaBiger Verteilung 
des Lichtes tiber die ganze Kathodenoberflache) kénnen erhalten 
werden [38]. 

Bei Verwendung von groBflachigen Szintillatoren setzen sich jedoch |} 
einer wirksamen Lichtvereinigung auf einen Punkt uniiberwindliche | 
Schwierigkeiten entgegen. | 

Da es sich um diffuses Licht handelt, ist die fiir CERENKOV-Zahler |] 
itibliche Linsenanordnung nicht brauchbar [37]. | 

Es muB daher versucht werden, das Lumineszenzlicht so an die | 
Kathodenoberflache zu bringen, daB sich weder seine Verteilung, noch | 
auch die Intensitat mit dem Ort der Energieumsetzung im Szintillator |} 
andert. 

Bei Réhren mit verhaltnismaBig kleiner Kathode wird dies am | 
besten mit Hilfe eines hohlen Lichtleiters bewerkstelligt. Dabei ist es | 
wichtig, daB von jedem Punkt der Szintiilatorzelle stets die gesamte | 
Kathodenoberflache beleuchtet werden kann. 

Unter Verwendung eines hohlen, trichterformigen Lichtleiters von | 
3’” Lange, welcher an der Innenseite mit MgO bedampft war und eine |} 
RCA-Rohre 5819 mit verschiedenen Szintillatorzellen verband, konnten | 
Impulsschwankungen von 20% (bei direktem Kontakt des Szintillators | 
mit dem Vervielfacher) auf 4%, bzw. 9° und 11° vermindert werden 
(Abb. 6). | 

Es wurden Zellen in Abmessungen von 5 xX 10 x 10 ccm; 
5 x 10 xX 50ccm und 2,5 x 20 x 50ccm verwendet. Als Leucht- 
flissigkeit wurde Phenylcyclohexan mit 3 g/l p-Terphenyl und 10 mg/l | 
Diphenylhexatrien beniitzt. Von einer Co®°-Probe wurde vermittelst | 
Bleikollimatoren ein schmales Strahlenbitndel (4 mm?) ausgeblendet und | 
auf verschiedene Punkte der Szintillatorzelle gerichtet®. Die Impuls- } 
spektren wurden mit einem Einkanal- Diskrininaiee (Offnungsbreite: 1 V) | 
aufgenommen und in Punkten gleicher Impulszahl/Sekunde verglichen. 

Da sich die Kurvenform der Impulsverteilung mit dem Bintalicen 
der Strahlung nicht andert (Abb. 7), ist der Vergleich an aquivalenten | | 
Punkten der aufsteigenden Flanke dem der Mass wegen gréBerer | 
Genauigkeit vorzuziehen. 

Die Spannung an den Dynoden wurde auf 0,1% konstant gehalten. | 
Mit dem Diskriminator wurde ein nicht Sberladender Vee. (Los |f 
Alamos 501) beniitzt. | 

Wenn auch die GleichmaBigkeit der Impulsverteilung gut ist, so | 
bleibt doch die Auflésungsfahigkeit fliissiger Szintillationszahler stets | 
wesentlich hinter derjenigen anorpanischer Kristalle zuriick (Abb. 8 | 


| 

® Ein anderer Weg zur Durchfiihrung dieser Untersuchungen wiirde in der|| 
Vergleichung einzelner Impulse bestehen, die am besten durch die u-Mesonen der | 
kosmischen Strahlung geliefert werden. 
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und 9). Dies ist durch den héheren Wirkungsgrad der Kristalle be- 
dingt [19, 27, 61]. 

Wie im Falle vieler anderer MeBmethoden und Instrumente, sind 
auch hier fliissige und feste Szintillationszaihler nicht als sich gegen- 
Seitig ersetzende, sondern als gegenseitig sich ergianzende Unter- 
-suchungsmittel zu betrachten. 

Im Falle groBer Kathodenoberflaichen kann zur Erzielung konstanter 
Lichtverteilung eine von R. HorstapTEeR vorgeschlagene Abdeckungs- 
methode mit Erfolg verwendet werden. 
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Abb. 7. Impulsspektrum an verschiedenen Punkten einer Szintillatorzelle. Die Kurvenform bleibt erhalten, 
wahrend die Lage — je nach der Lichtmenge — nach gréBeren oder kleineren Impulshéhen verschoben ist- 


Diese Methode wurde von uns an der RCA-Rohre C7157 (mit einer 
31/,” x 41/,’’ Seitenkathode) versucht. 

Es ist dazu eine besonders konstruierte Lichtmaske erforderlich, ver- 
mittelst welcher das Lumineszenzlicht von den mehr empfindlichen 
Zentralpartien der Photokathode teilweise in den Szintillator zurtick- 
geworfen und an die weniger empfindlichen Randstellen gebracht wird. 

Solche Lichtmasken werden am einfachsten aus Cellophan verfertigt 
und zwischen dem Szintillator und der Photokathode eingeschoben. Von 
der Mitte aus wird in abnehmender Dichte weiBe Krylon Emailfarbe 
aufgetragen, wobei die notwendigen Abanderungen zwecks besserer An- 
passung leicht experimentell gefunden werden (Abb. 10). 

Die Untersuchung wurde mit Hilfe einer Szintillatorzelle von 
5 x 10 x 10 ccm ausgefiihrt, welche mit der Schmalseite unmittelbar 
auf die Kathode des Vervielfachers aufgesetzt war. 
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War die Maske nicht am Platz, dann wurden Schwankungen der}| 
Impulshéhen von 15% beobachtet (Abb. 7 und 11). Unter Benutzung}| 
der Lichtmaske konnten diese Schwankungen auf 3% verringert werden. || 

Auch bei der Abdeckungsmethode wird die wirksame Lichtmenge}| 
auf etwa 50° reduziert, doch kann das bei Messungen energiereicher || 
Strahlung, wofiir ja groBflachige Szintillatoren meistens in Verwendung | 
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Abb. 8. Impulsspektrum und Impulshéhenverteilung in einem fliissigen Szintillator (Phenylcyclohexan mit tf 
p-Terphenyl und Diphenylhexatrien). Das Spektrum ist fir zentralen Einfall der kollimierten y-Strahlung }] 
von Co aufgenommen. Die Impulshéhenverteilung tiber die Zelle ist angegeben. Bei direktem Rental 
des Vervielfachers mit der Szintillatorzelle wird die Halbwertsbreite von 36% auf 25% verbessert, die} 

GleichmaBigkeit der Impulse dagegen von 3% auf 20% verschlechtert. 


kommen, geduldet werden. Anderweitig bedingte Schwankungen der} 
Impulshéhen (Einfallsort, Lichtsammlung usw.) sind dann noch immer 
groBer als diejenigen, welche in der verminderten Anzahl der Photo-} 
elektronen ihre Ursache haben. 

Bei Messungen an «-Mesonen relativistischer Energien in fliissige 
Leuchtsubstanzen von 5 cm Schichtdicke ist nach LanpAU und Symony 
theoretisch eine Halbwertsbreite der Impulsverteilung von 20% zuiil 
erwarten. 

Bei fritheren Untersuchungen mit Hilfe groBflachiger Szintillatorenl| 
wurden Halbwertsbreiten von 60% erhalten [6]. 

Eine Untersuchung, welche von uns mit Hilfe der Abdeckung 
methode durchgefiihrt wurde, ergab Halbwertsbreiten von 29%. 
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Da neuerdings Vervielfacher mit groBflachigen Kathoden mehr und 
-mehr in Verwendung kommen, stellt die Abdeckungsmethode in 
Fallen, wo gleichmaBige Impulshéhen benétigt werden — einen mog- 
lichen Lésungsweg dar. 


I Es kann schlieBlich noch gefragt werden, worin sich die Abdeckungs- 
/methode grobflachiger Vervielfacher von der gleichzeitigen Benutzung 
-M™ehrerer gesonderter Vervielfacher mit kleiner Kathodenoberflache 
unterscheidet. 
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Abb. 9. Impulsspektrum der Co® y-Strahlung in einem 1}’’ x 1’ Nal(Tl) Kristall. Schematisch nach 

Borxowsky und CrLark [Rev. Sci. Instr. 24, 1046 (1953)]. Die Auflésung des Spektrums in die Paar- 

erzeugungs-, Compton- und Photolinien ist — neben den kleineren Abmessungen des Kristalls — eine Folge 

der besseren Energieausbeute anorganischer Szintillatoren, welche — zusammen mit den kiirzeren Lauf- 

wegen — eine entsprechend gréBere Lichtmenge an die Photokathode zu bringen gestattet. Doch ist hier 
aut die GleichmaBigkeit der Impulsverteilung kein Wert gelegt. 


Bei Verwendung mehrerer Vervielfacher werden — infolge besserer 
-Lichtausniitzung — die Impulshdhen groBer. Da aber die Verstarkungs- 
faktoren mit der siebenten Potenz von der angelegten Spannung ab- 
hangen und es schwierig ist, sie bei einer groBeren Anzahl von Verviel- 
fachern vollig konstant zu halten, nimmt auch die Streuung der Impulse 
zu. AuBerdem erhalt auch jede einzelne Rohre nur einen Bruchteil der 
Gesamtlichtmenge, so da auch die statistischen Schwankungen im 
VerstarkungsprozeB selbst anwachsen. 

Wenn es sich jedoch um Vervielfacher gleicher Kathodenoberflache 
handelt, ist die Verwendung einer grdBeren Anzahl vorteilhaft; voraus- 
gesetzt, daB ein jeder durch eine der angefiihrten Methoden auf optimale 
Bedingungen gebracht wird [100]. 
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Es scheint in der Natur der Dinge zu liegen, daB groBte Lichtmengen 
und gute Gleichheit der Impulse sich gegenseitig ausschlieBen und stets 


einen gewissen Kompromi8 erfordern. 
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Abb. 10. Anordnung der Lichtmaske bei 
Verwendung der Abdeckungsmethode. 
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Abb. 11. Impulshéhenverteilung bei Verwendung der 
Abdeckungsmethode. An einem nach Abb. 10 ange- 
ordneten RCA-C7157 Vervielfacher wurden die Impuls- 
hodhen mit (B) und ohne (A) Verwendung der Licht- 
maske gemessen. Die kollimierte Co y-Strahlung 
wurde dabei auf 9 Punkte der Szintillatorzelle gerichtet, 
welche am unteren Rande der Zelle in gleichen Abstanden 
verteilt waren. Das Ergebnis ist typisch fur alle tbrigen 
Punkte der Zelle. 
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Radiale Ausbreitung bei der Photondiffusion*. 
Von 
Herbert Uberall, Wien!?. 
Mit 4 Abbildungen. | 


(Eingelangt am 20. Dezember 1954.) i} 


Zusammenfassung. 

Die Anderung der radialen Intensitatsverteilung eines parallelen Biindels vong 
Gammastrahlen bei Eindringen in Materie wird untersucht. Die zugrunde legendeé 
Transportgleichung wird unter Beschrankung auf h w << mc® durch verschiedene} 
Naherungsmethoden gelést; die so erhaltene Intensitatsverteilung ist in Integral-} 
form dargestellt und wird fiir Spezialfalle numerisch ausgewertet. 


I. Einleitung. 


Die Diffusion von Gammastrahlung durch Materie wird durch dre# 
Elementarprozesse bestimmt: Photoeffekt, Compron-Effekt und Paar-} 
erzeugung [1]. Wahrend der erstere und letztere ProzeB bloB die Wir- 
kung haben, die Strahlung zu absorbieren, tritt beim ComptTon-Effekt 
eine Sekundarstrahlung mit herabgesetzter Energie auf. In verschie-} 
denen Energiebereichen der Primarstrahlung besteht eine Vorherrschaft 
eines dieser drei Elementarvorgange; diese Energiebereiche hangen je4} 
doch vom Z der Materie ab. Fiir Blei dominiert der Compron-Effekt} 
im Bereich hw/mc? = 1— 10 SS geek in Be 


Fiir Aluminium ist der entsprechende Bereich 0,1 — 30. i) 

Wir wollen im folgenden unsere Uberlegungen auf harte Réntgen3| 
und weiche Gammastrahlen beschranken und nehmen daher hk ow < m ci] 
an. Bei diesen Energien treten nur Photoeffekt und Compron-Effek?} 
auf, und auch letzterer ist fiir schwere Elemente schon ziemlich klein} 


nachlassigt werden, und ihre Winkelverteilung ist durch die klassische| 
TuHomson-Formel gegeben: | 


®, = Nr; (1 
| 


* Herrn Prof. Dr. L. Flamm zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 Gegenwartige Adresse: Laboratory of Nuclear Studies, Cornell Universi 
ithaca Noy « 


ct 


H. Usrrati: Radiale Ausbreitung bei der Photondiffusion. 325 


N ist die Zahl der Elektronen pro cm? und 7) der klassische Elektronen- 
radius e?/m c®. Der Gesamtstreukoeffizient pro cm Weglange ist daher 
fiir die CompTon-Streuung 


8x 
Dry, == 3 N ce (2) 


wir bezeichnen den entsprechenden Absorptionskoeffizienten fiir den 
Photoeffekt mit ®p, und haben somit fiir den totalen Absorptions- 
koeffizienten 


D = Pr, + Opy. (3) 
Wir k6nnen ferner schreiben 
38 ie 
Tp 6x @(1 + cos? @) (4) 


und bezeichneten das Verhaltnis von Compron- zu Gesamtquerschnitt 
mit 

@ 

ae =e. (5) 


Die bei der Photondiffusion maBgebende physikalische GréBe ist die 
Strahlungsintensitat pro Volumseinheit und pro Raumwinkeleinheit 
beziiglich ihrer Fortpflanzungsrichtung; wir bezeichnen sie mit 
f(t, Y,m). Ihre Abhangigkeit von der Frequenz braucht im vorliegenden 
Fall i @ < mc? nicht beriicksichtigt zu werden, da hier die Strahlung 
bei der Streuung keine erhebliche Energieabnahme erfahrt und ein ge- 
gebenes Spektrum daher seine Form nicht wesentlich andert. / gehorcht 
der folgenden Transportgleichung: 


File 0.9) = fle, 0,9) + | He 9) O(0. 942, 


wobei der erste Term der rechten Seite die Absorption pro Weglangen- 
einheit reprasentiert, der zweite Term das Auftreten der Streustrahlung. 

Wir wollen nun speziell den Fall untersuchen, daB langs der z-Rich- 
tung ein paralleles Strahlenbiindel von gegebener radialer Intensitats- 
verteilung senkrecht auf ein ebenes unendlich ausgedehntes Medium 
trifft. Wir beniitzen Zylinderkoordinaten 7, 6, z. di habe die Richtung 
#,g. Aus Symmetriegriinden kann / nur von der Differenz 6 —y = yp 
abhangen. Der Streuwinkel fiir die CompTon-Streuung kann geschrieben 
werden 


cos 9 = cos bcos # + sin dsin 7 cos (y —y’) (7) 
und unsere Transportgleichung lautet 
loa : 7) 
of sin Boosp—— 5 sin dsiny + 2 cos 0 = (8) 


iG) 50 
=—OPf(9,y,7, 2) een ll (1 + cos? @) f(y’, 7, 2) sin 0 di dy’. 
De 
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Wir nehmen an, da8 die Azimutalverteilung der Strahlungsintensitat | 


keine zu groBe Anisotropie aufweist; dann kénnen wir die EDDINGTON- 


MILNE-Methode [2] (in etwas modifizierter Form nach [3]) auf die ! 
Transportgleichung anwenden: wir mitteln die Intensitat beziiglich des || 


Azimuts und bilden die Ausdriicke 


27 
n= | fav 
0 


22 
i [ ieose dy. 
0 


Bei unserer Annahme ziemlich isotroper Azimutalverteilung kénnen wir | 


in f, cos? durch seinen Mittelwert $ ersetzen und schreiben 


2a 
1 
[eosty dp = 5 Io. (10) 
0 


Durch Integration von (8) iiber y, bzw. Multiplikation mit cosy und 
nachfolgender Integration erhalten wir ein System von zwei gekoppelten 
Integrodifferentialgleichungen (cos } = ): 

1 


if 


ai) i) Qe eRe f 12 1 py’? | 
ji ia(% h) rf i t Pfy=E? [i dye ( b ee” : = 
sal 


1 
Be a), af 3e 
2 0 i bet ces , ' r Lae Sr} 
—_— Say apa ed es @ [haus Vi Vin 
aie (11) 
Das sind unsere Grundgleichungen zur Berechnung der iiber das Azimut 


gemittelten Strahlungsintensitét /). Im folgenden wenden wir ver- 
schiedene Naherungsmethoden darauf an. 


Il. Niherung fiir kleines e. 


Die Annahme ¢ <1 bedeutet, daB die Absorption der Strahlung | 


durch den Photoeffekt groB ist verglichen mit der Streuung durch 


Compton-Effekt. Wir erwarten, daB dadurch der Energiebereich, in dem _ | 
unsere Rechnungen giiltig sind, noch weiter eingeschrankt wird. Die Ab- | 
hangigkeit von ¢ von der Energie kann aus HEITLERs [1] Kurven S. 208 | 


und S. 223 berechnet werden und ist in Abb. 1 gezeigt. 


Tab. 1 gibt die aus dieser Figur gefundenen oberen Grenzen fiir die 


Primarenergie der Gammastrahlung. Untere Grenzen finden wir aus 


der Forderung, daB die Energie groB sein muB gegeniiber der Bindungs- | 
energie der Elektronen in den betreffenden Atomen, da sonst auch Dis- | 


persion stattfinden wiirde. 
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Fir die leichten Elemente Tabelle 1. 
ist die Forderung e <1, daher_ =————--—_ 
sinschneidender als unsere ur- Element | Z Sholmoe?< 
spriingliche Bedingunghw <mc?. E F 001 0028 

Wir fiihren nun neue Koordi- Al 13 0,005 0,045 
mecen ein: rD=— 9, zO — €. In Cu 29 0,02 0,15 
(11) kann /, eliminiert und fiir Sn 50 0,05 950-22 
die Lésung /) der Separations- Pb 82 0,10 0,35 
ansatz gemacht werden: 

fo(te, @, 6) = Jo(a 0) X(E, 4) (12) 


mit J, der BesseL-Funktion nullter Ordnung: 


a 
12] 


1 7) : 
0 00 E a Jol4 0) |= —a2 Jlae) 


Rénigen Gamma 


O005 007 


Das gibt fiir X die Gleichung (exakt in e): 


2v ¢ 7 eae 
a2X : 2:0X | a Tae ye l—u 
pa* uu, ye 2 


1 1 
9e}2 l—u Ox. - e 
_ aes ais / / / , ? / | — ox 1 
16 |; fo d (1 ac I Xx 4 le ac a ae 
= 31 
1 1 
fe eee ae 27 €? pl ed PRS ra a 
uw’? : 1B | 1s. du Lae . aie X | Lae 
12,172, Ue a ie iS 
a nee ae 0. (13) 


22* 
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X' bedeutet X(¢, uw’). Wir entwickeln die Lésung nach Potenzen von ¢ 
Ney eZ (14) 

mit der ungestérten Lésung 
Y = 6(1 —p) p(a) e—=. (14 a) 


Eine andere Methode, die Strahlungsintensitat an einem gegebene | 


Wabhrscheinlichkeit von einmaliger Streuung klein, von zweimaliger i . 
zweiter Ordnung klein und daher (14) aquivalent einer Beschrankung| 
auf die einmal gestreuten Quanten in dieser Methode. 


den tiblichen Methoden behandelt, das allgemeine Integral ergibt sich 
durch Integration von (12) tiber den Separationsparameter a; bes 
zeichnen wir als die vorgegebene Radialverteilung der Strahlung vor dem 
Eindringen in die Materie . 


FQ) -| ap(a) (4 Q) da, (15}] 
so lautet die Lésung von (11) in erster Ordnung in e: 
ieee |e 
jjSbl =a Riglie* oe eae |, ee oe 
ree 7 ee 
0 2 (l—y)? 
- . | 
f1—p3 
ree aAla)p Jo da — 8 | | 
es | 
0 2 (l—p)? ) 
> ae 2 i} 
a B a j) da tas ae Ws | | 
eel i) 
>? 
| 


A und B miissen aus den Randbedingungen des Problems bestimmt 


werden. Die Intensitat muB fiir € = oo verschwinden, ip Das 
gibt uns die Gleichung | 


= 0, Ais Fe (17}| 
An ¢ = 0, der ebenen Oberflaiche der Materie, kann fiir die vorwartss 


gehende Strahlung keine Streustrahlung vorhanden sein, also be! (0)) 
Daraus folgt i 


iSO: ASR a (18) 
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Hine zweite Gleichung fiir A und B folgt aus der Randbedingung fiir /,; 
= 0, 4, =0. Wir integrieren (11) tber ¢ von 0 bis co und beniitzen 
dabei die Randbedingung fiir /,. i 7, 4¢ laBt sich eliminieren und wir 
erhalten eine Gleichung fiir f 19 46: 


1— yp? 1) ra) x z a5 i 
2 0 20 (. a0 | lo a] rio|® wll —u?) — d(1 —w?) | J 


ef 8) i ; 2 12 
+f mac f aw (r+ eru2— eH") f jae 


\ 


7 


Cal ieee Taal 
fs Sia du’ wu’ V1— pe | eae 


8 
Hier wird (16) eingesetzt, und die Glieder in erster Ordnung in ¢ ergeben 
eine zweite Gleichung fiir d und B, welche zusammen mit (18) das Er- 


gebnis liefert: l (1 ha ps4) 


Aes 
>) 9 


= 


mele (19) 


Die allgemeine Formel fiir die Streustrahlung in erster Ordnung in ¢ 
wird damit: ES 


9(0) 31+ cos?d| . [ _a9(a) Jolae) da 
fo 7, 0, 6) sin ? Ge 23 2 i Auer Oe ae 7) 
sin =F pees 9 
wo | 22) Jo(2 @) da eu te0\1| 9 ox 
aaa ae ee ao te 2 p20" bP ye i 2 
5a) 5: 2 
b> 5 (20) 


Die Integrale kénnen jedoch nur fiir Spezialfalle ausgewertet werden. 
Die Primarstrahlung bleibt parallel und ist bloB exponentiell gedampft 
sntsprechend einem Absorptionskoeffizienten ®. Fiir die Streustrahlung, 
Jie sich langs der z-Richtung fortpflanzt, (# = 0), finden wir 


36 . 
ae ais 
Z Cee T(O)s 


also keine Anderung der Radialverteilung, in der z-Richtung aber zu- 
a4chst ein Ansteigen und erst hinter € = 1 ein Abklingen. Ersteres ist 
zu erwarten, da bei unserer Annahme bloB einmaliger Streuung der 
Intensitatsanteil mit #— 0 den Quanten entspricht, die einmal in 
Vorwartsrichtung gestreut wurden und ihre urspriingliche Verteilung 
laher beibehielten. Fiir die riickwartsgestreute Strahlung (J? = a) 
srgibt sich 85 


ro GE 


sin Ergebnis, das aus dem gleichen Grund zu erwarten steht. 
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Weitere Untersuchungen fiihren wir fiir einen unendlich dtinne | 
Primarstrahl durch: I) 


d(9) 


ENON rs aq p(a) = 1. 
Die riickgestreute Strahlung kann dann exakt berechnet werden: 
3¢ 1+ cos? 9 =~ ¢ 
me = te 21 
fo rick 8 é 9 K(o /2te; . ( | 
cos? = 
ec | 


Die radiale Verteilung andert sich also nicht mit €. Die Abb. 2 und 
zeigen die Radial- und Winkelverteilung. 
Die vorwartsgestreute Strahlung kann fiir kleine ? angegeben werden, | 


0, 


Toa == =, 
se, )2[ow 


ae 


TUG. 


(2 


8 
é 


Oe 


Abb. 2. 


Hier finden wir eine Anderung der Radialverteilung mit ¢. Ferne} 
sehen wir, daB die Strenstabinne auf einen Kegel um die z-Achse bef} 
schrankt ist, dessen Offnungswinkel sich mit der Fortpflanzungs 
richtung # cece Abb. 4 zeigt die Radialverteilung fiir verschieden} 
Werte von ¢. 

Nach unserem Bild einmaliger Streuung der Quanten ergibt sich sq} 
fort eine Erklarung fiir das Auftreten dieses Kegels: bei einem diinne | 
langs der z-Achse einfallenden Priméarstrahl und einmaliger Streuun} 
muB fiir einen Punkt @, ¢ die Beziehung bestehen | 
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damit tberhaupt Streustrahlung zu ihm gelangen kann. Der Faktor /2 
ist wahrscheinlich eine Folge unserer Annahme fast isotroper Azimutal- 
verteilung; vgl. den Faktor $ in (10). 


il. Gausssche Quadraturmethode fiir allgemeines «. 


Wenn e¢ nicht klein ist, so kann die photoelektrische Absorption 
gegeniiber der Compron-Streuung sehr zuriicktreten. Wir sehen aus 
Abb. 1, daB dies auch unter unserer Annahme h w < m c? fiir die leichten 
Elemente durchaus der Fall ist. Hier bentitzen wir zur Auflésung von 
(11) die Methode der diskreten Ordinaten (GAusssche Quadratur- 
methode) [2], [5], [6]. 


Die Gausssche Quadratur- 
methode ist eine Methode zur 
naherungsweisen Berechnung 
von Integralen, welche diese 
durch den Integranden mit 
speziellen Werten des Argu- 
ments darzustellen gestattet. 
In erster Ordnung gilt 

1 


| Ke)dqu=f* +f, 


2 


Oca: joe 


(23) 


Wo 


1 E@ 
f= =f (v4), Lis == Se i 


Diese Formel wenden wir auf die Integrale der rechten Seite von (11) an. 
/+ und f stellen so eine Art Mittelwert der Strahlungsintensitat tiber die 
Fortpflanzungsrichtung dar, /+ reprasentiert die vorwartsgestreute, 
f- die riickgestreute Strahlung. Wir erhalten ein System von vier ge- 
koppelten Differentialgleichungen: 


/2, faf,+ Ge ene ale, pee 4 4 
les a - " = PPigt— 5 Pua" a Jo): 


Oleh | lie 1 oho gee + = 
2 +4] fe aT Pio = Olle + fe 


Pa Os) Pa 1 Ces ee @ ae 
33 a ' 3 a + Of ee 1), 


ON Aletta Weel aie Boke oy 
\ez3 fee Pl = — 75 Mh —h. 


Abb. 4. 


vo | 
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Wieder fiihren wir neue Koordinaten ein: 9 = /3@ ig V3 Dz 
(sie unterscheiden sich von den fritheren 9, € durch den Faktor /3), 
und _ bezeichnen a fot + fo Wiss 2 
yz ye 
Sly pe ae 
Nach Elimination von S,, 7, erhalten wir zwei gekoppelte Gleichungen 
zweiter Ordnung: 
1a/ as\ as aT 
5 (. 5 => (24) 
Ce @ 


ie oT Or E Te\ oS 
0 0 (. a ac? (! 5) T= (0-3) 
Die vorwarts-, bzw. riickwartsgestreute Strahlung ist nun durch S + T 
gegeben. Unsere Randbedingungen lauten: 
C= CO, Sea 5) == 1, =O; 
C=O: Sil (0) Sq -T, = 9. 
Wir versuchen unseren friiheren Separationsansatz 
S=Jolag)e, T= e(a) Joag) et! 
und erhalten zwei Ausdriicke fiir /: 


l + 
hi te Us ar |/ Bot sat(2— (25) 


Vee 


weg tAie? tata be 


sowie ftir cy): 


Cre 2A, (25 a) 
Die allgemeine Lésung unseres Problems lautet: 
Ss =| Jo(@@) [A (a) e* + Bla) ce") da, 
0 
i [ ia o) [cy A ee? + cy Be**) da, (26) 
0 


wo die Funktionen A und B aus den Randbedingungen bestimmt 
werden miissen. Wir nehmen zunichst an, daB an € = 0 auch die riick- 
gestreute Strahlung vorgegeben sei, und haben daher 


ioe) 


f=0, S47T= | ToiAO+ 0) +B0 469] dam Fle)= [ agta Joa @) da 


fy 0 
eo 


cape | Fold —e)+B0—c)] a= 6(0)— [ayia Jo(ae) da 


0 0 
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und weiters 


pe ee setae), fea) Pele iy 
2 Co— Cy 2 Cy — Cy 


(27) 


Mittels der Randbedingung fiir S$, + 7, mu8 nun noch y durch @ aus- 
gedriickt werden. Wir brauchen dazu Gleichungen, welche S, T mit 
S;, 7, verkniipfen, um durch Anwendung der Randbedingung fiir 
S; + T, Beziehungen zwischen S und T zu erhalten. Zu diesem Zweck 
integrieren wir die erste der beiden Gleichungen (11) iiber “ und ver- 
wenden dabei die GAusssche Quadraturmethode. Wir erhalten 

hog oT 

a | 
0 90 (@S,) 4 va (1—e)S = 0. (28 a) 
Diese Gleichung stellt das erste FluBintegral [2] des Transportproblems 
dar, welches fiir konservative Streuung (nichtabsorbierend, ¢ = 1) 
div § = 0 lautet, wobei der FluBvektor § gegeben ist durch 


j= | f cos@ dQ’; 


© ist der Winkel zwischen der Richtung von § und der Orientierung 
von df’. (28a) ist das allgemeine FluBintegral fiir absorbierende 
Streuung nach Anwendung der GaAussschen Quadraturmethode. 

Wir benétigen aber nun noch eine zweite Gleichung mit T,. Dazu 
multiplizieren wir die erste Gl. (11) mit w und integrieren danach. 
Das gibt 


loa as 
und die Summe beider Gleichungen ist 
lod 0 
ee: tT) tapSt+S+T=eS. (29a) 
In ahnlicher Weise folgt aus der zweiten Gl. (11): 
0 0 € 
BON te St H4+Sh=4h 20) 


Integration faz beider Gln. (29) und Anwendung der Randbedingungen 


2 


0 
liefert dann 


[o.6) 


01. 2 > i aa | 
| d = Lea = 
Bee «| (s ryat|+Feo+e| [ s ay C 
0 0 


0 


ee) 


= f s+ na + Ese) (30) 


0 
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S(0) bedeutet S(¢ = 0). Diese Gleichung gibt einen Zusammenhan | 
zwischen y und gy. Durch Einsetzen unserer allgemeinen Lésungen (26))) 
erhalten wir 


(Cy — 1) ag Ay — (Cg —1) ay Ag + 2 Ay Ag(C, — 60) 


= 31) 
apt (Cy + 1) ay Ag— (4, + 1) ag Ay ( 
mit 
a; = (1 + a2) (1 +4) (i | | (Bla 


scher Quadraturmethode ist also gegeben durch (26) zusammen mit den} 
Gln. (25), (25 a), (27), (31) und (31 a). Die Auswertung der Integrale} 
nachdem F(o) und damit g(a) vorgegeben wurde, kann eventuell mit] 
der Sattelpunktsmethode erfolgen. | 


Bei héheren Energien der Primarstrahlung miiBte / auch frequenz:] 
abhangig angenommen werden und fiir die Compron-Streuung die 
exakte KLEIN-NISHINA-Formel mit Vorwartsanisotropie und Energie? 
degradation verwendet werden. Rechnungen dieser Art wurden vor 
mehreren Autoren angestellt [6], [7], jedoch nur unter der Annahme 
homogener Primarstrahlung. / 
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Zusammentassung. 


Die Berechnung des Frequenzverhaltens eines schwach gekoppelten Hohlraum- 
systemes ist auf Grund der H.R.-Schaltungstheorie auf die Berechnung der Eigen- 
schwingungen und Eigenfrequenzen der einzelnen Resonatoren des Systemes zu- 
rickfiihrbar. Es gibt jedoch nur sehr wenig HR-Typen, deren Felder geschlossen 
durch bekannte und tabellierte Funktionen darstellbar sind. Zu diesen gehért 
vor allem die Klasse der in spharischen oder elliptischen Koordinatensystemen ein- 
bettbaren Resonatoren. Die Eigenwertberechnung von HR, welche auSerhalb 
dieses Schemas legen, erfordert die Anwendung allgemeiner Methoden der 
Variations- oder der Stérungsrechnung. AuBer diesen Verfahren ist noch die 
Methode der Entwicklung nach partikularen Integralen von Interesse, die zwar 
nicht den Grad der Allgemeinheit besitzt, welche den erstgenannten Methoden zu- 
kommt, dafiir aber in ihrem Anwendungsbereiche sehr tibersichtliche Rechnungs- 
verfahren liefert. 

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Integrationstheorie allgemeiner 
zylindrischer HR im Sinne der angefiihrten Methoden. Auf Grund des der Wellen- 
gleichung zugeordneten Variationsprinzipes wird zunachst ein allgemeiner Satz 
liber zylindrische HR bewiesen. Es folgt die Entwicklung des Formalismus der 
Stérungsrechnung m-ter Ordnung, wobei als ,,St6rung“* eine endliche Deformation 
der Hiillflache angenommen wird. SchlieBlich geht die Arbeit auf die Eigenwert- 
berechnung mit Hilfe eines gegebenen Systemes partikularer Integrale naher ein. 
In diesem Zusammenhange konnte die Konvergenz der dabei auftretenden un- 
endlichen Eigenwertdeterminante unter bestimmten Voraussetzungen, welche mit 
jenen der St6rungsrechnung erster Ordnung identisch sind, bewiesen werden. 


§ 1. Einleitung. 


Auf Grund moderner HF-Schaltungstheorien, wie sie z. B. von 
G. Gousau [1] und auch anderen Autoren [2] fiir schwach gekoppelte 
HR-Systeme entwickelt wurden, ist man in der Lage, das Frequenz- 
verhalten der Gesamtkonfiguration zu berechnen. In der Schaltungs- 


* Herrn Prof. Dr. L. FLammM zum 70. Geburtstage ergebenst gewidmet. 
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theorie von GousBAu wird durch Einfiithrung von fiktiven Strémen und 
Spannungen das HR-System auf ein quasistationadres System zurtick- 
gefiihrt und paBt sich so am besten den praktischen Bediirfnissen der 
HF-Technik an. 

Die Voraussetzung jeder Schaltungstheorie ist die Kenntnis der Feld- 
konfigurationen der einzelnen HR-Resonatoren (Eigenwertsspektrum 
und Eigenschwingungen), welche auf Grund der MAxwettschen Glei- 
chungen oder der dazu aquivalenten Wellengleichung 


rot rot E—k2E=0 mit €,=0 am Rande (1) 


berechnet werden miissen. Leider gibt es nur wenig HR-Typen, fiir 
welche die Wellengleichung durch bekannte und tabellierte Funktionen 
geschlossen lésbar ist. Zu diesen gehdrt im wesentlichen die Klasse der 
in spharischen oder elliptischen Koordinaten einbettbaren Resonatoren 
(z. B. Kreiszylinder, elliptische Zylinder, Kugel, Ellipsoid, Rechtflach). 
Nur in den angefiihrten Koordinaten laB8t sich die Wellengleichung 
separieren. Das allgemeine Integral des zugeordneten entkoppelten 
Systemes gewohnlicher Differentialgleichungen zu Gl. (1) wird dann 
mittels Zylinder-, Kugel- und Matuieuschen Funktionen dargestellt [3]. 
Fiir HR-Resonatoren, die auBerhalb des genannten Schemas legen, 
gibt es wohl allgemeine Lésungsverfahren, welche aber trotz ihres groBen 
prinzipiellen Wertes, in der praktischen Handhabung meistens sehr um- 
standliche Rechenverfahren ergeben und sich aus diesem Grunde nur in 
besonderen Fallen zur wirklichen Berechnung der Eigenwerte eines HR 
eignen. 
Mit GriveT [4] 1aBt sich z. B. zeigen, daB die Wellen-Gl. (1) mit dem 
Variationsprinzip 
i { Gaz = const. 
i (er C}2 drrmctare + (2 a) 
Ud le, =0 am Rande 


aquivalent ist. Dies liefert auch: 


Ne | (rote) az 
Ti pelea ed ny Scie Sant 
7 ] @dr stationar, €;=0 am Rande (2b) 


Vy 


Die stationaren Lésungen sind dann die Eigenwerte von Gl. (1). Handelt 
es sich insbesondere um die Grundschwingung € des betrachteten HR, 
so wird der Ausdruck (2 b), falls € in Gl. (2 b) eingesetzt wird, im Sinne 
der Variationsrechnung zu einem Minimum. Auf Grund von (2) ist 
es etwa mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens prinzipiell moglich, die Eigen- 
werte von Gl. (1) zu berechnen, was auch, wenn die herangezogenen 
Vergleichsfunktionen giinstig. gewihlt werden kénnen, zumindest. fiir 
die Berechnung des kleinsten Eigenwertes, praktisches Interesse besitzt. 

Ein anderes allgemeines Integrationsverfahren liefert die Stérungs- 
rechnung. Der Stérparameter geht dabei nicht explizite in die Wellen- 
gleichung ein, sondern ist in der Randbedingung €, = 0 enthalten. 
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Man hat dabei von einem bekannten HkR-Typ auszugehen und durch 
stetige Deformation der Berandung die gewiinschte Oberflachenform 
herzustellen. Der allgemeine Formalismus dieser Methode ist noch 
wesentlich umstandlicher wie die des oben angefiihrten Variations- 
prinzipes und ergibt nur im Falle kleiner Deformationen einfache Er- 
gebnisse. Dabei kommt man mit einer Storungsrechnung erster Ordnung 
aus, welche zu der bekannten, erstmalig von J. MULLER [5] abgeleiteten 
Frequenzformel fiihrt: 

[{e(€*) —n(9 5%} de 

@ AV 
Wo 2 f e€ * dz 

ey 


(3) 


Es bedeuten w, bzw. @ die Frequenzen HR mit deformierter, bzw. nicht- 
deformierter Oberfliche und €, § die FeldgroBen im Ausgangszustande. 

Eine weitere Methode, welcher zwar nicht der Grad der Allgemein- 
heit, der erstgenannten Verfahren zukommt, stellt das Verfahren der 
Entwicklung nach partikularen Integralen dar. Diese Methode wurde 
z. B. mit Erfolg bei der Berechnung von rumbatronartigen HR, die aus 
Kreiszylindern aufgebaut sind, angewendet [6]. 

Im folgenden soll eine Variante dieses Verfahrens auf beliebige 
zylindrische HR angewendet werden. Der angefiihrte HR-Typ ist zwar 
immer in einem passenden orthogonalen Koordinaten-System einbettbar, 
doch wird im allgemeinen im Einbettungskoordinatensysteme einer 
Separation von Gl. (1) nicht méglich sein, so da in einem separierbaren 
orthogonalen Koordinatensysteme, welches der Rechnung zugrunde 
gelegt werden soll, die Begrenzung ,,nicht orthogonal‘ wird. 


§ 2. Der allgemeine zylindrische Hohlraum. 


In einer fritheren Arbeit wurde gezeigt [7], daB die Eigenschwin- 
gungen eines einfach zusammenhangenden beliebigen zylindrischen HR 
nur dem elektrischen oder dem magnetischen Typ (E-Typ, bzw. H-Typ) 
angehoren kénnen. Weiter wurde bewiesen, daB die, diesen Typen zu- 
geordneten Skalare U und V, welche mit dem Herrzschen, bzw. Firz- 
GERALDschen Vektor durch die Gleichungen 

E=lyp-— 3= Ue (e; = Einheitsvektor in (4 a) 

H-Typ: 6= Ve, Richtung der Zylinderachse) (4 b) 

verkniipft sind, ohne Verletzung der Allgemeinheit durch Produkte der 
Form § 

Tez U (4%, Xs) COSY Xs (5 a) 

V =V (a, %) siny % (5 b) 


darstellbar sind. %,, %», ¥, sind allgemeine Zylinderkoordinaten, wobei 
der Zylindermantel durch die Gleichungen 


x = %,(S), Ny = Xq(5) (6) 
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festgelegt ist. Auf Grund von Gl. (4) und Gl. (5) findet man dann die 
Felddarstellungen 


. 1 a jo ne 
Ei "pe OY Bae, a Ka) SS a 
i ‘3 1 @ 0U } (7b 
(7 a) se eae nt Ses cig (Cs Be) hy = - COSY Aaa ( ) 
eE, = (k®*—y?*) cosy %3 U(%4, %)) Hs = 
mit A*U + (ky) U= (7c) 
Cc 
U(x, (Ss), als) =O 
yal E 1 OF. av H, = at cosy x ae 
Re ouby Are Sei a A a Y 3 Ox, 
ea ay —"W y= Pgh bet. 
ae Hy = (272) siny 33 V 
mit DAE Vite 2) ie. 
an (%,(s), %9(s)) = 0 Fi 


Fiir allgemeine zylindrische HR ist also das Integrationsproblem auf 
die Integration der skalaren Wellengleichung 4* U + k? U = 0 zuriick- 
gefiihrt+. Analog zu Gl. (2 b) findet man fiir Gl. (7c), bzw. Gl. (8 c) die 
zugeordneten Variationsprinzipe. Es ist:. 


{ (grad* U)? dj 


et eames Se Rs Re eps ue 
Mt a a 
mit U =0 am Rande 
bzw. f (grad* V)2 df 
ky*—y? =* = Min. (fiir die magnetische (9b) 


1 Vea 
PF 
mit dV/dn = 0 am Rande. 


Die zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen U von (9a) sind dabei bei 
einer strengeren Randbedingung als die Funktionen V von (9b) unter- 
worfen. Nach einem bekannten Satz der Variationsrechnung {8} muB daher 


Grundschwingung) 


‘ 2 x\° 
kp? > ku*® — you? = ku? — 7 (10) 


1 Fiihrt man die Rechnung in einem Einbettungskoordinatensystem §&,, &, 3, \| 
wobei durch € = const. die Berandung festgelegt sei, so hat man wegen & = 0 
(am Zylindermantel) £, = 0 und E, = 0. Beide Gleichungen werden simultan 
durch U(&, & = const.) = 0 befriedigt. Dieser Tatbestand andert sich auch 
nicht bei Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem (*, 7). Es gilt dann 
entsprechend: U(x,(s), ¥,(s)) = 0. 
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gelten, da fiir die ala techie Grundschwingung yr = 0 ist. Beachtet 
man ferner, daB Kg? von der Zylinderlange / nicht abhangt, so muB bei 
gentigend groBem J, sicher die Ungleichung 


kp? >ky? (groBes J) (10 a) 


bestehen, wahrend fiir geniigend kleines / notwendig aus (10) die Un- 
gleichung 
ke*<ky? (kleines /) (10 b) 


folgt. Damit ist ganz allgemein der bekannte Sachverhalt bewiesen, daB 
elektrische und magnetische Grundschwingung bei VergréBerung der 
Zylinderlange sich in der Eigenschaft ablésen, die langste Eigenwellen- 
lange des HR darzustellen. 

Auf die Méglichkeit mittels (9 a, b) die Grundwellenlange spezieller 
Me Reconatoren zu berechnen, wollen wir hier nicht naher eingehen 
und wenden uns dem zweiten allgemeinen Verfahren, der Stérungs- 
rechnung, zu. 

Wir leiten zunachst die der Gl. (3) entsprechende Beziehung fiir 

A*U +AU=9 mit A=kh?—y? (11) 
mit U =0 am Rande (elektrischer Typ) 


ab. Wir gehen von einer bestimmten Zylinderform, die durch die Rand- 
kurve C(*,, = %,(s), %. = (s)) gegeben sei, aus (Anfangszustand) und 
fiihren eine kleine Deformation der Berandung durch (Endzustand). 
Dann gelten die Beziehungen: 


=U+60U, A’A=A+<dA (11 a) 
wobei mit 7, U der Eigenwert und die Eigenfunktion des Endzustandes 
bezeichnet wurde. Setzt man (11 a) in Gl. (11) ein, multipliziert mit U 


und integriert tiber den deformierten Bereich F, so erhalt man nach An- 
wendung des GREENschen Satzes unter Beachtung der Randbedingungen 


fiir U und U: 
f U grad, U ds = —o | U2 df 
é F 
Wegen 
f Ugradn tlds = 0 
€ 


kann man in der obigen Gleichung, mit nochmaliger Verwendung des 
GREENschen Satzes explizite die durch die Deformation verdrangte 


Fliche AF = F —F einfiihren und erhalt schlieBlich fiir den ge- 
storten Eigenwert: 
1 
2 ass * 2 d 
5A A a grad u| i 


= 12 
7 2 { Ud ee 
F 
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Dabei wurden, im Sinne einer Stérungsrechnung erster Ordnung alle#! 
Glieder, welche klein von héherer Ordnung sind, unterdriickt. Die an i 
gegebene Ableitung, welche das genaue skalare Analogon zur ent | 
sprechenden Ableitung von Gl. (3) darstellt, eignet sich indessen nicht# 
fiir den Ubergang zu endlichen Deformationen. In diesem Falle hat mani} 
eine Storungsrechnung n-ter Ordnung durchzufiihren, die im nachsten} 


Abschnitt behandelt wird. 


§ 3. Stérungsrechnung n-ter Ordnung bei Deformation des Randes. | 


Wir gehen von Gl. (11) aus und setzen die Randkurve C in der Form 
voraus. Der gestérte Rand sei dann durch 


Ky = f(%) = f(%y) + €y(%4) (13) } 
gegeben, wobei « ein Parameter und @ eine beliebige (geniigend oft)} 
differenzierbare Funktion darstellt. Der Endzustand wird durch das} 
homogene System 


AG XIE=6 (14 a}| 
U(x, f(%)) = U(x, f+ ey) =0 (14 b)} 
bestimmt. Zum Unterschied zur tiblichen Stérungsrechnung geht der 
Parameter ¢ nicht explizite in die Differentialgleichung sondern nur i 


die Randbedingung ein. Da U und 4 Funktionen von ¢ sind, diirfen wir} 
aber, wie im Normalfalle die Méglichkeit einer Potenzreihenentwicklung} 


von U und 4 nach ¢ voraussetzen. Es ist also: 


A=44+ D>) 22 (15 a) 
han 

UT = U(x, %) +>) 8 Ur(ay, %) = > 2” U, (15 b) 

v= 1 v= 0 
Am Rande gilt, wegen Gl. (14 b) und (15 b): | 
U (x4, f(x) = >’ 2 U,(x =0 | 
LV 1 ma o( sf + €9) (16 a)} 
v= 0 


Wir fiihren nun eine formale TayLor-Entwicklung der U,(x,, f + oi 
nach x, an der Stelle x, = /(x,) durch? und erhalten: 


- 1 & U,(x,, x | 
U(x, Hay) = Ula) +> ed er 


am ! OXaM 
R= 


ihn 


hme ! ox. 
Us 3 Xx 
Ma: 2 


(16 b}} 


* Falls die TavLor-Entwicklung nicht konvergent sein sollte, tritt die n-gliedrig 
‘Taytorsche Formel an Stelle der Reihe. 


— —s —— 


! 
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Einsetzen von Gl. (16 b) in Gl. (16 a) ergibt: 


ra ran 1 CC 
U(x, f) = Jae, 0 (17 a) 
n=0 y= 0 it 


Fuhrt man anderseits Gl. (15 a, b) in Gl. (14) ein, so wird: 
PIE {4 OG == A OS —- oy A pal = 0 (17 b) 
n=1 y=1 


Gl. (17 a) und (17b) liefern unmittelbar ein nichthomogenes System 
zur Bestimmung der n-ten Approximation 


1 a” oes a” aes 
A7.+i¥= Sh a( Z )+a9 Un—»| 


Bs yp! | GK Cx," 
pedals (18 a) 
ED Sy tb ieee 
v= 1 
mit V, = 0 am Rande, das heiBt fiir 
x = Hx). (18 b) 
Dabei besteht zwischen V, und U, der Zusammenhang: 
Leo Ue 
=. is | Se a n—v iT 
if n U ] ant ani, dng” ( 8 c) 


Der weitere Verlauf der Rechnung ist auf Grund von Gl. (18 a) und (18 b) 
analog dem Normalfalle zu fiihren. Wir charakterisieren den betrach- 
teten Ausgangszustand (Eigenwert = 4”), Eigenfunktion = U)) mit 
dem Index 7 und setzen zur Abkiirzung 


ere ous 0 
ery ee AS useing (oe eee 18 d 
y! ie (: 0x9” hae 0x9" J me 
eg 1 


Gesucht werden die GréBen 4!” und die Entwicklungskoeffizienten 
a” i [ yo U df, [ome =a | 
F F 
der nach Eigenfunktion von Gl. (11) fortschreitenden Reihe 
gee fr BU (19 a) 
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welche, wegen des gleichen Randverhaltens der V? and uv” gleich- || 
maBig konvergiert. Fiihrt man noch die Entwicklungskoeffizienten || 


a”) von y?, bzw. 08), von U!_, nach U" ein?, 
(eee f US, Ud, d= i yp U" df (19 b) |} 
F F 


und multipliziert Gl. (18 a) im Funktionenraum skalar mit U®, und |] 
beachtet ferner die sich aus dem GREENschen Satze und den Rand- |} 


bedingungen U“) — 0, V") = 0 ergebenden Beziehun 
gung s§ § 
(AV, Ove, Au} 


so kommt: 
QO — I) a = dy — DT) by — dy be bum 5 Be 
y=1 se 
(20) 
Daraus erhalt man fiir y = s die -te Approximation des Eigenwertes: 
n—1 | 
Nie iia SIs 
yv=1 
1 pe OE aa 0a Bi | 
sae ai Geese = 
lan eg $ OX» OX 
n—1 
fa 77) | 
aot Sh fue. U af. (21) | 
y=1 F } 


Fir v “ s liefert Gl. (20) die gesuchten Entwicklungskoeffizienten a”: 
n—1 


(2 J airs) ya eal 


oe? v 


v=] 


(7,8) a 1 | WW 1 v a” apy 
an = FH) == 79) ay, Alp axt i 
F 


n—1 
r v a” e Sy S r ; | 
+4 » are Jora— ee | Ue i (22))] 


v=1 


oder 


8 Die zugehérigen Reihen sind im Gegensatze zu Gl. (19 a) nur im quadratischen) 
Mittel konvergent. 
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“Den noch unbekannten Koeffizienten a” findet man mit Hilfe der 
| Normierungsbestimmung | U2 df = 1, welche fir x >1 


n—1 


Soe ye ere) 


liefert. Aus obiger Gleichung und Gl. (1 


) 8c) erhalt man dann: 


Ln & (Vr ‘4 ‘a & 1 v Ure, Yr 
a =H 4 SH —,U! } (23) 
vy! ax 
v=] 


Die Gl. (21), (22) und (23) gestatten die sukzessive Berechnung der 
einzelnen Naherungen. Aus den Gl. (18 c) wird jeweils U,,, welches zur 
Berechnung der nachst hoheren Stufe gebraucht wird, durch V,, und den 
U,,(m <n) dargestellt. V,, ist dabei mit Gl. (22), (23) und (19 a) ge- 
geben. Zu einer formal einfacheren Darstellung gelangt man durch Um- 
formung der Flachenintegrale in Gl. (21) und (22) in Randintegrale. 


Wir erhalten mit Verwendung der Randbedingung u” = 0, bzw. 
uy — 0: 


: l sis : 
ae wail vide ——* grad, U ds + 
iS y! ax 
n—1 
o>) dy i uo _,u" i| (21 a) 
y=1 t 
a ol Asst 1 6 OU, ; 
ey) aes Qo ae oe 
ore G 
nm—1 
1 Wow) () 4s) 
ear A fee Gd} (22 a) 
y=] t 
. ; v) Y - I! v a” Ca, 1) 
oe [ uP ue. a pe [es NIE 7s Maal ORES 
v=1 ag 0x2 


In erster Naherung (7 = 1) findet man fiir die Anderung des Eigenwertes 


Oerico\e 
—_— 24. 
OA heo() ds (24) 
€ 


Gl. (24) muB natiirlich mit der friiheren, auf andere Weise abgeleiteten 
Gl. (12) bis auf Glieder, die klein von mindestens zweiter Ordnung sind 
und wenn die Normierung von U beriicksichtigt wird, tibereinstimmen. 
Die in Frage stehende Aquivalenz folgt am einfachsten durch Anwendung 
der GrEENschen Formel auf das Flachenintegral in Gl. (12). 


23* 
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§ 4. Die Entwicklung nach partikularen Integralen. 


Wie die Gln. (21 c), (22a) und (23a) des vorangegangenen Ab- || 
schnittes zeigen, liefert der Formalismus der Stérungsrechnung zur |} 
numerischen Berechnung eines konkreten Falles héchstens noch fir |} 
n = 2 eine praktisch verwendbare Methode. Wesentlich giinstiger ver- 
halt es sich diesbeziiglich mit dem einleitend erwahnten Verfahren der |} 
Entwicklung nach partikularen Integralen. 

Wir nehmen wieder die Randkurve in der Form x, = /(x,) an und |} 
setzen ein beziiglich der Wellengleichung separierbares Koordinaten- || 
system voraus. Ferner seien unendlich viele partikulare Integrale zum || 
Eigenwert A der Form 

Uy (4, X23 A) = Yo(% 9)r (%4), A= kh? —y* 
gegeben. Die U, besitzen in betreff des von der Randkurve C einge- |} 
schlossenen ebenen Bereiches F im allgemeinen keine Orthogonalitats- |} 
eigenschaft und bilden auch kein vollstandiges System. Wir wollen 
aber annehmen, da&B die Vollstandigkeit wenigstens fiir das System 
gy) @ = 1,2, =>) im Intervall B(x), x?) gelten soll. Durchlauft}} 
ein Punkt der Kurve C einmal die Berandung, so soll dabei seine %,- 
Koordinate das Intervall B gerade einmal iiberstreichen. 

Wir versuchen nun, die Eigenlésung U zum Eigenwert 4 von Gl. (11)}} 
(U(x, f(%,)) =0) durch die Reihe | 


U oe c, Use A) (25) |} 


darzustellen. Gl. (25) befriedigt die Wellengleichung und es besteht die} 
Aufgabe durch passende Wahl der c, die Randbedingung i] 

Ue afta (26))j 
zu erfiillen. 
Fihrt man also die Bedingung Gl. (26) in Gl. (25) ein, so erhalt man: 


0 = 6, U s(x. Aa) 5A) = DY pollo) poly)= 3) o wel) (25-a)f 
v=1 y=1 Ah | i} 


= 


Da die y,(x,) wegen der Vollstandigkeit der g,(x,) ein vollstandigesy 
System im Intervall Bb bilden, wird im allgemeinen Gl. (25a) zu er 


aus den y,(x,) gewonnene vollstandige System’ und _ entwickelt 
U(x, {(*4)) nach diesem Systeme, so miissen wegen Gl. (26) die Ent} 
wicklungskoeffizienten c¢, verschwinden. Aus Gl. (25a) folgt dann3] 


“a! | 


(co) ‘5 fe) | 

5 y 3 coy, é j 
é4=0= D> (| tol) Hal) an Jo = 2 (x inte) (25 by} 
y=1 0 p= R 


\ 

bss | 

4 Wir denken uns die Orthogonalisierung mittels des iiblichen finiten Ver+ 
fahrens schrittweise hergestellt. 
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Wir erhalten auf diese Weise ein lineares unendliches Gleichungs- 
system zur Bestimmung der c,. An Stelle von Gl. (25 b) ist es bequemer, 
‘mit dem dazu aquivalenten System 


8 
Ge = 0 905) : thoes 
y=1 8 x aw 
zu rechnen, welches aus Gl. (25 a) = = 
formal durch skalare Multiplikation = = 
mit den y, entstanden ist. Aus < x 
Gl. (25 c) folgt die Eigenwerts- a 
gleichung durch WNullsetzen der = eS 
Systemdeterminante: (siehe Gl. (26)) See See it 
Bei der Berechnung von 4 gemaB = = 
Gl. (26) hat man zunachst die = x eS = 
ees vom Typus g ey oe 
xy 2 ® : R 
< S 
Uy (4, 1(%1) 5A) Tu (a f(%) s Alay = = 
» Z s 
auszuwerten und die Determinante = = 
sukzessive nach dem Abschnitts- 2 = 
verfahren zu berechnen. Die nume- = 2 
rische Bestimmung nach Gl. (26) ist = x 
sicherlich wesentlich einfacher als x SS 
etwa mittels der Gln. (21) bis (23). zs ae Ae 
Wahrend bei der St6rungsrechnung se =< S 
die Auswertung der n-ten Naherung s Ag) ee 
nur bei Kenntnis der vorange- ~ 


gangenen moglich ist und daher 
wesentlich den Grad der Genauig- 
keit mitbestimmen, erfordert die : 
Auflésung von Gl. (26) prinzipiell ES 
kein sukzessives Verfahren mit c= 
Koppelung der einzelnen Stufen. Ree 
£ 
& 


Analog zur St6rungsrechnung 
stellt Gl. (26) einen Formalismus 
dar, der erst in jedem speziellen — Sp 
Falle durch die Konvergenz der & 
Folge der Abschnittsdeterminanten | 
gerechtfertigt wird. Wir kénnen © 
jedoch an einem noch geniigend 
allgemeinen Beispiel, wenigstens fiir kleine Deformationen einer durch 
%» = const. festgelegten Berandung den in Frage stehenden Konver- 


genzbeweis erbringen. 
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Wir betrachten dazu einen zylindrischen HR, der durch Deformation 
eines kreiszylindrischen HR (Radius = R) entsteht und fihren Polat- 
koordinaten (7,q) ein®. Die Randkurve ist mit 


r= R—ef(¢) (27) 
gegeben und soll symmetrisch zug = 0 verlaufen (Abb. 1). Wir nehmen 
ferner A = k? an, das heiBt also y = — = 0, was zufolge Gl. (5 a) | 


prinzipiell keine Einschrénkung bedeutet, da U(r,g) davon nicht be- i} 
troffen wird. \\ 


Abb. 1. Kreiszylindrischer HR im GrundriB, mit beliebiger symmetrischer Deformation. 


Die partikularen Integrale y,(%) @,(x,) kénnen in dem betrachteten 
Koordinatensystem in der Form 


U, = Jolkr) {cos vp + a» sin rg} (28) | 


angenommen werden. Wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Rand- | 
kurve ist a, = 0 zu setzen. Wir wollen ¢ < 1 annehmen und zunachst | 
die (n + 1)-te Abschnittsdeterminante von Gl. (26) berechnen. Diese 
lautet gemaB Gl. (26) und (28): 


2a Qa 2 
[ieao. [ snTrcospap.... | JoJncosng ap 
0 0 ny 

an an Ps =D+} 
| FoJncosnpag, | JrIncospeosngdy.... | Tcos ng dp (29) || 
‘ : . 


Die Entwicklung von J,(k 7) liefert, wenn man gemaB8 der Voraus-) 
setzung nur lineare Glieder beriicksichtigt: | 
Joly R + Ak R—e kgf) = Jolky R) + Jo'(hy R) {4k R—ekp ff} +... | 

(30 a) || 


5 Die Giiltigkeit des folgenden Konvergenzbeweises ist nicht an die hier ver-| 
wendeten speziellen Koordinatensysteme und die partikularen Integrale (28) le 
gebunden, sondern gilt fiir jedes Separations-Koordinatensystem mit den daraus; 
entspringenden partikularen Integralen, 
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Versteht man unter ky die der elektrischen Grundschwingung zuge- 
ordnete Wellenzahl (das heiBt Jo(k) R) = 0), folgt aus Gl. (30a): 
Jo2(k 1) = Fy2(Ry R) {A k? R24 eh? P2—2A kek Rf} (30d) 
Tolhr) Jol 1) = — Jy (hy R) {A k Re Ry f} {Jo(Ry R) + 
+ Jn'(hy R) (Ak R—ehf)} (30 c) 


Anderseits liefert die Entwicklung von D+ (4) nach Elementen der 
ersten Zeile: 


an n+1 an 
D"+1(4) =D,,° | Vio pe a It? De | To Jv-1 cos(v — 1) 9 dp 
3 ya? 0 (31) 


Wir fihren die Entwicklung von Gl. (31) bis zu Gliedern zweiter Ordnung 
in Mk unde durch. Da 


| Jo Jv. cos(v — 1) p dp 
0 
klein von erster Ordnung ist, hat man in D,, auch nur die Glieder 


erster Ordnung zu beriicksichtigen. Ferner ist i Jo? dy von zweiter Ord- 
nung klein, so da8 in D,, nur Glieder nullter Ordnung auftreten kénnen. 
Die Unterdeterminanten D,,(v > 1) haben die Gestalt 


Dy, = 
ot 2 


4 2a 2a 
Jot cosy dp... _| Ia Jo-scospeosiy—2)opdp [A.Frcospeosypap. a [ Jrtncospeosnpdp 
0 0 0 
Fi 3 2a 2a 2a 
JoJ,cos2pdp.. _[ TaJr-2cos2acos(n—2)pdp, | Ja Jveos20e0s pcp _f FaJncos2pcosn pp 
0 9 0 
7% 27 


mt 22 2x 
JotJncosnpd@.. [ tnJr-aeos npcosty—2)pdp, [ Juno npcosyvpdy.. [ secosinpay 
0 0 0 


Entwickelt man D,,, nach der ersten Spalte, so sieht man, da die 
eo Jucosug dp wegen Gl. (30c) klein von erster Ordnung sind, daB 
alle iibrigen Glieder nur Beitrage von nullter Ordnung liefern. Es ist 
also fiir zwei beliebige Indizes /, m (1, m = 1) 
TUR) Im(R 1) = Julho R) Sm(Ro R) 
Wegen der Orthogonalitat der cos/@-Glieder sind dann alle Elemente 
as in Dy, gleich Null, bis auf jene, die durch 
oe firs) sso y-—1 


ji) ==G fiir Sa y—l 
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bestimmt erscheinen. Man erhalt demnach die in Abb. 2 dargestellte 
Struktur von D;,. Von der zu a;1 gehdrigen Unterdeterminante 
Dy,y;s,1 ist nur Dj4,»;»-1,1 von Null verschieden. Es bleibt daher: 


Di (ee ie 


mit 
1,1 = cee cos(vy — 1) gdp = 
= Jy (Po R) Jr—a (Ry R) € iy | 1) cos(vy — 1) p dp 
0 
und 
gt + “ 
Dy, »; 01,1 = 52 LT Ju (Ry R) 
PS) Le 
Daraus ist: 


Dp, = 1a Ti(Ro R) i Ti (Ro a fio ) cos(» — 1) p dp 


vstieeley a (33 a) 
p= Fir D,, bekommt man 
= n 
ge Dy,=x". I iP (Ro R) 
o mt 
v 0 (33 b) 
t Aus Gl. (33 a, b) und 


Gl. (31) folgt dann die 
Eigenwertgleichung 


oR [1 (7) 4p = | 


Abb, 2. Struktur von Dy ,,; alle Elemente, die zu Termen AnlaB ral({® x) 


geben, welche klein von héherer als zweiter Ordnung sind, werden 
gleich Null gesetzt. 


27 


E Z " 2) 1/2 
{fre to— S3( fr cos rede) H] (34 a) | 
0 » 0 


Fiihrt man noch in Gl. (34a) die FourtER-Koeffizienten 
2 27 

heey eis 

35 | Mode und a= | f(g) cosrp dg 


0 


MQ 
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ein und beachtet, daB die Norm von cos yg die Werte 22, bzw. x an- 
nimmt, je nachdem y = 0 oder »y ~ 0 ist, so kommt: 


2 
d n 
k ==: = Qn R 1 = N f(¢) Saar ee ay, | ) Pv = COS vp (34 b) 
0 fl 


v=] 


In Gl. (84 b) ist der Grenziibergang fiir  — oo sofort durchfiihrbar. 
Infolge des Bestehens der Vollstandigkeitsrelation, die wegen unserer 
Annahme tiber /(y) schon fiir das System cos» @ zutrifft, verschwindet 
in Gl. (84 b) der Wurzelausdruck und man erhalt 


Ak eel. 
= O 1) 4 3 
Peat zl Hy) dy (34 c) 
0 


Die angefiihrte Formel steht in Ubereinstimmung mit Gl. (12) oder auch 
Gl. (24). Geht man z. B. von Gl. (12) aus, setzt dort fir U = J,(k,7), 
so findet man nach Ausfiihrung einer elementaren Integration zundchst 


2a 


| Hy) dp (34 d) 


m 


Ak _ & Ry Joho R) 
Ro 4 J,(ky R 


2 ee 
Beachtet man noch die Identitat J,(ky R) = x pl iho R), die in- 
0 


folge Jy(%) R) = 0 besteht, so geht unmittelbar Gl. (34 d) in Gl. (34 c) 
liber. 

Aus Gl. (34b) erkennt man, daB schon die u-te Abschnittsdeter- 
minante Gl. (34c) streng wiedergibt, wenn wir voraussetzen, daB 


f(m) durch eine nur n-gliedrige FoURIER-Summe 2 A,cosyq@ _ dar- 
y=1 


stellbar ist. Man darf erwarten, dafi diese Bemerkung auch bei der Be- 
rechnung hdoherer Naherungen von Nutzen sein wird. 


Durch eine Verallgemeinerung des hier verwendeten Systemes 
Gl. (28a) kénnen zwei besonders interessierende HR-Typen erfaBt 
werden. Verwendet man namlich an Stelle der Funktionen Gl. (28 a) 
die partikularen Integrale 


2n+1 
== “It 
9 


U,(, 7) = Jo(k R) {cosvp+asinvyp} mit 


so ist dieses System offenbar zur Berechnung eines gleichschenkligen 
Dreikant-HR (s. Abb. 3) geeignet. Die Funktion /(p) hat hier die Form: 


i() Zep (i eet) 


COs Y 
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Auch die Eigenwertberechnung eines kreiszylindrischen HR mit einem 
exzentrisch eingebrachten zylindrischen Innenleiter JaBt sich durch 
Reihenentwicklung nach partikularen Integralen ausfiihren. Das zu 
verwendende System besteht dann aus allgemeinen Zylinderfunktionen: 


U,(k3 9,7) =Z, = { J.(kr) + an Nu(k1)} (cos vy + B, sin vg) 


COS Ko 
COS Y 


Abb. 3. GrundriB eines prismatischen Zylinders mit dem Offnungswinkel 2 ap. 


Die Konstanten a, sind dabei so zu bestimmen, daB die Randbedingung | 
am Innenleiter U, = 0 automatisch erfillt wird. Fiir kleine Exzentri- 
zitaten ist f durch A + Bcos p gegeben. 

In einer folgenden Arbeit sollen die beiden angefiihrten Typen naher 
behandelt werden. 
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Uber die unipolare Leitfiihigkeit an der Grenze 
Halbleiter-Metall*. 


(Leitfahigkeitsmessungen an Silberjodid.) 
Von 


E. Wallauschek. 
Aus dem Institut fiir Experimentalphysik der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 18 Abbildungen. 


(Eingelangt am 23. Dezember 1954.) 


Inhaltsiibersicht. 


In der vorliegenden Arbeit wurde an selbsthergestellten Silber-Silberjodidzellen 
Leitfahigkeitsmessungen durchgefiihrt und dabei eine immer wiederkehrende 
charakteristische Form der Strom-Zeitkurven gefunden. Ein Mechanismus der 
unipolaren Leitfahigkeit wird mitgeteilt und als Ursache die Unsymmetrie der 
Stromabnahmebedingungen festgestellt. 


Kinleitung. 


Elektrolytische Ventilwirkung entsteht im allgemeinen dadurch, daB 
die in einem Elektrolyten wandernden Ionen an eine Grenze gelangen, 
an der sie sich abscheiden. Dabei wird die Grenzschicht derart ver- 
andert, daB sich je nach Stromrichtung verschiedene Werte der elek- 
trischen Leitfahigkeit ergeben. Der Aufbau einer solchen Ventilwirkung 
erfolgt, da er mit Materietransport verbunden ist, nie tragheitslos. Ein 
elektrolytisches Ventil wird immer erst dann wirksam, wenn eine Zeit- 
lang Strom geflossen ist. Andert man die Stromrichtung, so muB zuerst 
eine von der vorhergehenden Richtung gebildete Schicht beseitigt und 
dann die der Stromrichtung entsprechende Schicht gebildet werden. 

Es ist bekannt, daB manche Metalle — in geeigneten Elektrolyten 
verwendet — die Eigenschaft besitzen, wenn sie Kathode sind, den 
Strom durchzulassen, wenn sie aber Anode sind, sich mit einer gut 
isolierenden Schicht zu tiberziehen, die den Strom sperrt. Auch feste 
Elektrolyte zwischen Metallelektroden zeigen bei geeigneter Anordnung 
elektrolytische Ventilwirkung, bzw. Erscheinungen unipolarer Leit- 
fahigkeit. 


* Herrn Prof. Dr. L. FrammM zum 70. Geburtstag ergebenst gewidmet. 
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So fand z. B. W. KRAMER [1] eine unipolare Leitfahigkeit an Achat 
zwischen verschiedenen Metallelektroden. Er nimmt an, daB die Gleich- 
richterwirkung an der Beriihrungsstelle zwischen Elektronen- und Ionen- 
leiter unter der Wirkung hoher Feldstarken durch Abtrennung von 
Flektronen aus dem Elektronenleiter entsteht. A. BALL und E. BaLt [2] 
haben den EinfluB der Temperatur, des Druckes und anderer Faktoren 
auf die Gleichrichterwirkung des Kontaktes Halbleiter-Metall unter- 
sucht und die wichtige Rolle der Struktur der Kontaktflache in diesem 
ProzeB festgestellt. A. GUNTHERSCHULTZE und H. Betz [3] unter- 
suchten die elektrolytische Ventilwirkung an Tantaloxyd und erklaren 
sie damit, daB in der Sperrichtung eine hohe Spannung erforderlich ist, 
da die Kathode dieser Richtung, der Elektrolyt, keine freien Elektronen 
enthalt, wahrend in der FluBrichtung eine geringere Spannung geniigt, | 
weil hier die Kathode, das Ventilmetall, freie Elektronen zur Verfiigung 


stellt. Es wird also hier in der einen Richtung Jonenstrom und in der |} 
anderen Richtung Elektronenstrom angenommen. F. TREY [4] hat die |} 


Unipolaritatserscheinungen an verschiedenen Halbleiterpulvern unter-_ } 
sucht und spricht die Vermutung aus, daB es sich bei den von ihm be- | 
schriebenen Versuchen um eine elektrolytische Polarisation handelt, vor | 


allem deshalb, weil es stets eine gewisse Zeit dauerte, bis sich die Polari- || 


sation ausbildete. G. C. ScHmipT [5] nimmt als Grund der unipolaren | 
Leitung eine stets sehr verschiedene Wanderungsgeschwindigkeit der |} 
beiden Ionen an. Die Tatsache, daB nur eine Ionenart merkliche Be- | 
weglichkeit besitzt, erscheint durch die Uberfiithrungsmessungen von || 
C. TUBANDT [6] sichergestellt. | 

Aus zahlreichen weiteren experimentellen und theoretischen Unter- | 
suchungen [7] geht hervor, daB die physikalischen Eigenschaften fester | 
K6rper in vielen Fallen maBgeblich durch Abweichungen vom idealen | 
Gitterbau,; also durch Storstellen des Kristallgitters bedingt sind. Im | 
wesentlichen sind hier zwei Arten von Stérstellen zu unterscheiden. Ein- 
mal bildet jedes eingelagerte gitterfremde Ion oder Atom, sei es nun als |} 
Verunreinigung oder als gewollter Zusatz vorhanden, eine Stérstelle. | 
Dariiber hinaus ist aber auch schon in reinen, also fremdionenfreien || 
Salzen nach den grundlegenden Arbeiten von J. FRENKEL [8], || 
W. ScHoTrTxKy [9], E. Kocu und C. WAGNER [10] eine Fehlordnung an- |} 
zunehmen. Im thermodynamischen Gleichgewicht mit dem Kristall- | 
ganzen verlaBt eine mit der Temperatur zunehmende Anzahl von Gitter- |} 
ionen ihre normalen Plitze. Der Grad dieser Unordnung steigt mit der | 


Temperatur, wahrend man beim absoluten Nullpunkt einen Zustand |{f 


volliger Ordnung annimmt. Die elektrische Leitung durch Ionen- | 
wanderung in festen Salzen kommt nach dem heutigen Stand unserer || 


Kenntnisse dadurch zustande, daB ein Teil der Ionen die normalen ||p 


Gitterplatze unter Ausbildung von Leerstellen verlassen hat und in |} 
Zwischengitterplatzen eingebaut ist. Sowohl diese Ionen als auch die || 
Tonenleerstellen beteiligen sich an der Stromleitung. 

Uber die Unipolaritatserscheinungen am Kontakt elektrolytisch | 
leitender Halbleiter-Metall besteht bisher keine einheitliche Auffassung. |] 
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Trotz zahlreicher experimenteller Arbeiten ist es meines Wissens bisher 
nicht gelungen, einen allgemeinen giiltigen Mechanismus aufzustellen, 
der das FlieBen des elektrischen Stromes in einer Richtung begiinstigt 
und in der anderen hemmt (Unipolaritat) oder im giinstigsten Falle auch 
ganz unterbricht (Ventilwirkung). Die Erscheinungen, die in den bisher 
erschienenen Arbeiten beschrieben werden, sind sehr mannigfaltig und 
von Material zu Material selbst wieder verschieden. Sie hingen beim 
gleichen Material noch von der Vorbehandlung, dem Reinheitsgrad, der 
Temperatur, vom Druck, vom Elektrodenmaterial und der Oberflachen- 
beschaffenheit, von der elektrischen Vorbelastung und weiteren Ein- 
fliissen ab. 


Aufgabe dieser Arbeit soll es sein, die unipolare Leitfahigkeit an 
Silber-Silberjodidzellen experimentell zu untersuchen und vor allem die 
Abhangigkeit von der Temperatur, vom mechanischen Druck und von 
der elektrischen Vorbelastung festzustellen, um dadurch einen weiteren 
Einblick in die Erscheinungen der unipolaren Leitfahigkeit fester Elek- 
trolyte zu erhalten. 


Versuchszellen und MeB8anordnung. 


In dieser Arbeit wird £-AgJ [11] untersucht, welches eine reine 
elektrolytische Leitfahigkeit besitzt [12]. Nach C. TusBanpt [13] 
wandert bei der Elektrolyse des Silberjodids ausschlieBlich das positive 
Ag-Ion. £-Ag]J neigt besonders stark dazu, die kathodisch abgeschie- 
denen Silberatome in Form von fein verdstelten Dendriten in das AgJ 
hineinwachsen zu lassen [14]. 

Samtliche untersuchten Zellen wurden durch chemische Reaktion 
von Jod mit metallischem Silber hergestellt. Aus chemisch reinem Silber- 
blech von 1 mm Starke wurden kleine Plattchen geschnitten, poliert 
und gereinigt. Sie wurden nun Joddampfen ausgesetzt und ober- 
flachliche Silberjodidschichten erzeugt. Nach erfolgter Jodierung wurde 
eine Seite der Zelle vom entstandenen Silberjodid durch Polieren be- 
freit und das metallische Silber, welches als Abnahmeelektrode diente, 
freigelegt. 

Untersucht man die unipolare Leitfahig- Phin 
keit einer solchen Zelle mit einer metalli- Silberjodid 
schen Abnahmeelektrode, z. B. Platim  pememmmmeemmetieeeeeteees 
(Abb. 1), so zeigt sich, daB die Zelle die ier 
icenschaft besitzt, wenn das SilberAnode 1. 1 scnématischer Aufbau der Zelle 
und die Platingegenelektrode Kathode und der Abnahmeelektrode. 
ist, den Strom durchzulassen und_ bei ' 
umgekehrter Polung ihn nach einer gewissen Zeit zu sperren. Von einer 
Gleichrichterwirkung im tiblichen Sinne kann dabei nicht gesprochen 
werden, da sich die Sperrwirkung erst allmahlich aufbaut, der Gleich- 
richter also nicht tragheitslos arbeitet und die beiden Anfangsstrome 
nach dem Kommutieren etwa den gleichen Wert besitzen. Die charak- 
teristischen Strom-Zeitkurven fiir die DurchlaB-, bzw. Sperrichtung 
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sind in Abb. 2 und Abb. 3 wiedergegeben. Bei den Kurven der Sperr- 
richtung wurde unter Wendepunktzeit (Wz) der Zeitabschnitt vom Ein- 
schalten bis zum steilsten Stromabfall (Wendepunkt der Kurve //?) 
verstanden. 


WN 


ee eee) ee ee 
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Abb. 2. 
Strom-Zeitkurve fiir die DurchlaGrichtung. Abb. 3. Strom-Zeitkurve fiir die Sperrichtung. 


Auch nach langer Belastungszeit stellt sich fiir beide Stromrich- 
tungen kein konstanter Endwert ein. Er sinkt im allgemeinen nur sehr 
langsam. Es ist jedoch die Angabe eines Endwertes fiir die Beurteilung 
der unipolaren Leitfahigkeit notwendig. Er ist aber nur dann sinnvoll, 
wenn er in sdmtlichen MeBreihen immer wieder zu einem bestimmten 
Zeitpunkt nach dem Einschalten gemessen wird. In dieser Arbeit hat 
es sich als zweckmabig erwiesen, sdimtliche Endwerte nach einer Zeit 
von zwei Minuten zu messen und auszuwerten. Es ist jetzt auch még- 
lich, mit diesen Endwerten eine Strom-Spannungscharakteristik — 
ahnlich der statischen Gleichrichterkennlinie der iiblichen Trocken- 
gleichrichter — aufzunehmen. Wenn wir daher von der Gleichrichter- 
wirkung oder unipolaren Leitfahigkeit der Zelle sprechen, so ist dies | 
immer auf die Endwerte bezogen. | 

Es wurde festgestellt, daB jede Art der Vorbehandlung der MeB- 
zellen, vor allem vorhergehende elektrische Belastung, sofort die an- | 
schlieBenden MeBwerte dnderte. Es mu8 daher eine MeBmethode ge- | 
funden werden, um eine Reproduzierbarkeit der MeBwerte zu gewahr- | 
leisten. Diese Methode bestand in einer Art ,,Formierung‘‘ der Zelle. | 
Die an der Zelle liegende MeBspannung wurde alle zwei Minuten umge- | 
polt und die Stromwerte alle 5 Sekunden abgelesen. Nach etwa zehn- 
maligem Wechsel der Stromrichtung ergaben sich immer 4dhnlicher || 
werdende MeBreihen — die Stromzeitkurven konvergierten gegen eine || 


bestimmte Grenzkurve. Erst bei vollkommener Ubereinstimmung der | 


x-ten mit der (* — 1)-ten MeBreihe waren reproduzierbare Verhiltnisse || 
geschaffen und es konnte mit den eigentlichen Messungen begonnen_ | 
werden. {| 

Die im allgemeinen verwendete Schaltung zeigt Abb. 4. Die den | 
einzelnen Potentiometerstellungen entsprechenden Spannungen lagen | 
zwischen 0,04 und 0,15 Volt. An den Klemmen a und } wurde die MeB- 
zelle angeschlossen. R, diente als Schutzwiderstand fiir das Galvano- |} 
meter (ein Skalenteil = 5,8-10-® A). Er war wegen der starken Neigung | 
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der Zelle zu Kurzschliissen erforderlich. Mit dem Schalter S konnte die 
MeBspannung an die Zelle gelegt werden, wobei bei abgeschalteter 
Spannung der Schutzwiderstand fiir das Galvanometer tiberbriickt war, 
so daB die von der Zelle herriihrenden Entladestréme ohne Schutz- 
widerstand gemessen werden konnten. 


ESS OO4gg 


Abb. 5. 
Abb. 4. Versuchsaufbau. Schematische Darstellung des MeBtisches-. 


Als elektrischer MeBtisch wurde die in Abb. 5 dargestellte An- 
ordnung verwendet. Auf einer Unterlage wurde eine planpolierte 
Messingplatte isoliert aufgesetzt. Sie diente als Stromzufiihrung zu der 
mit der Silberseite nach unten aufgelegten Versuchszelle. Die zweite 
Stromzufiihrung erfolgte tiber einen isoliert gefiihrten, senkrecht ver- 
schiebbaren Stempel, der am unteren Ende einen Kontakt aus Silber 
trug. Dieser Silberkontakt konnte direkt als Abnahmeelektrode auf die 
Silberjodidschicht (Schichtdicken 30 u bis 100 yw) aufgelegt werden, oder 
diente als Stromzufiihrung zu dazwischen gelegten Elektroden ver- 
schiedener Metalle. 


Einflu8 verschieden langer elektrischer Vorbelastung auf die 
Strom-Zeitkurven der Gegenrichtung. 


Die Leitfahigkeit im Silberjodid ist eine rein elektrolytische. Es 
war daher vorauszusehen, daB elektrische Vorbelastungen in der einen 
Stromrichtung durch den damit verbundenen Ionen-, bzw. Materietrans- 
port von wesentlichem EinfluB auf den zeitlichen Verlauf der Stréme 
in der Gegenrichtung sein werden. Die diesbeztiglich angestellten Ver- 
suche bestatigten diese Annahme. 

Es wurden MeBreihen mit verschiedener Belastungsdauer in einer 
Stromrichtung durchgefiihrt und dabei der Einflu8 auf den Verlauf der 
Strom-Zeitkurven der Gegenrichtung untersucht. Interessant war hier, 
daB eine Vorbelastung in der Sperrichtung auf die Strome der Durchlab- 
richtung keinen EinfluB zeigte, daB jedoch die Dauer der Vorbelastung 
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in der DurchlaBrichtung die Gestalt der Strom-Zeitkurve der Sperr- 
richtung stark beeinfluBte. Die diesbeziiglichen Versuchsergebnisse sind 
Abb. 6 zu entnehmen. Die Zeit der Vorbelastung in der Durchlab- 
richtung T wurde variiert (10 Sekunden bis 40. Minuten) und dann die 
Strom-Zeitkurve der Sperrichtung tiber den gleichen Zeitabschnitt auf- 
genommen. Diese Versuchsreihen wurden bei Raumtemperatur und 
+ 104° C durchgefiihrt. Es zeigte sich in beiden Fallen eine deutlich 
ausgepragte, reproduzierbare GesetzmaBigkeit. 
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Abb. 6. Strom-Zeitkurven der Sperrichtung in Abhangigkeit von der Dauer der Vorbelastung 
in der DurchlaBrichtung. 


Je langer der Stromflu8 in der Durchgangsrichtung erfolgte, desto | 
langer dauerte es, bis der Strom in der Sperrichtung seinen Endwert er- | 
reichte. Der Aufbau der Sperrwirkung der Zelle hangt also von der 
Dauer der Vorbelastung in der Durchgangsrichtung ab. Und zwar 
besteht hier ein nahezu linearer Zusammenhang. Untersucht man die | 
Wendepunktzeit — sie stellt ja ein MaB fiir die Dauer der Ausbildung der |} 
Sperrwirkung dar — in Abhangigkeit von der Zeit der Vorbelastung in |} 
der DurchlaBrichtung 7, so ergibt sich der in Abb. 7 dargestellte |} 
Verlauf. 


Temperaturabhingigkeit. 


Die Temperaturmessungen wurden in einem Ultrathermostaten, bzw. | 
mit Hilfe verschiedener Kaltemischungen durchgefiihrt. Die Versuchs- 
zelle wurde am unteren Ende einer verschlossenen Glaseprouvette frei- | 
hangend befestigt und die Temperatur des Luftraumes um die Zelle | 
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mittels eines Thermometers gemessen. Die Messungen wurden bei 
mehreren Spannungsstufen durchgefiihrt, ein solches Ergebnis zeigt 


Abb. 8. 
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Abb. 7. Nahezu linearer Zusammenhang zwischen Wendepunktzeit und Dauer der Vorbelastung in der 
DurchlaBrichtung. 
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Abb. 8. Strom-Zeitkurven der DurchlaB- und Sperrichtung in Abhangigkeit von der Temperatur. 


Da elektrolytische Leitung vorliegt, steigen samtliche Stromwerte 
mit der Temperatur. Festzustellen ist ferner, daB die Ausbildung der 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/3—4. 24 
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Sperrwirkung bei héheren Temperaturen langsamer vor sich geht und 
die Endwerte der Sperrichtung mit zunehmender Temperatur immer 
starker ansteigen, so daB die Gleichrichterwirkung geringer wird. Aus 
den durchgefiihrten Messungen ergibt sich z. B. bei 30° C ein Gleich- 
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Abb. 9. Gleichrichterwirkung in Abhangigkeit von der Temperatur. 
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Abb. 10. Strom-Zeitkurven der DurchlaB- und Sperrichtung bei tiefen Temperaturen. 


richterverhaltnis der Endwerte von 21, bei 50° C von 12,9 und bei |} 
100 © C von nur mehr 38,7. Die Gleichrichtercharakteristik der End- | 
werte (Abb. 9) zeigt bei allen Temperaturen einen ahnlichen Verlauf wie | 
die statische Kennlinie der handelsiiblichen Trockengleichrichter. 
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Die Versuchsergebnisse fiir tiefe Temperaturen — die Messungen er- 
streckten sich bis — 78° C — sind in Abb. 10 dargestellt. Sie lassen 
erkennen, daB sich die Strom-Zeitkurve der Sperrichtung immer mehr 
verflacht und im vorliegenden Fall bei etwa — 40° C ihren charak- 
teristischen Abfall vollkommen verliert. Bei — 78° C flieBt in beiden 
Richtungen der gleiche Strom, die unipolare Leitfihigkeit der Zelle ist 
verschwunden und das Gleichrichterverhaltnis hat den Wert 1 erreicht. 


Abhangigkeit vom Auflagedruck der Abnahmeelektrode. 


Die Untersuchungen des Einflusses der Druckabhangigkeit wurden 
teilweise mit der in Abb. 5 dargestellten Versuchsapparatur durchge- 
fiihrt. Auf der mit dem Abnahmestift verbundenen Auflage konnten Ge- 
wichte bis zu 7 kg aufgelegt und die Abhangigkeit vom Auflagedruck 
festgestellt werden. Das Ergebnis ist Abb. 11 zu entnehmen. 
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Abb. 11. Druckabhangigkeit. 


Mit steigendem Druck steigen samtliche Stromwerte, besonders stark 
die Endwerte der Sperrichtung. Bei hohen Drucken (Messungen 4 
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und 5) — die Zelle wurde zu diesem Zweck in eine Metallzwinge einge-}} 
spannt, eine Druckangabe war nicht méglich — erreicht der Endwert| 
der Sperrichtung den der Durchgangsrichtung, so da die Sperrwirkung | 
aufhért und das Gleichrichterverhaltnis G den Wert 1 erreicht. ee | 
sinkt mit steigendem Druck erst rasch und dann langsam konver-| 
gierend gegen | ab (Abb. 12). Bemerkenswert war in diesem Zusammen-}} 

hang, daB bei hohem Druckif 
4 | hi ] die iibliche charakteristische}, 

Gestalt der Kurve der Sperr-| 
richtung verloren ging. Fin) 
Vergleich der Messungen an} 
zwei Zellen mit verschieden} 
starker Silberjodidschicht er-} 
gab Ubereinstimmung der Er-4 
gebnisse. Bei der Zelle miti] 
dickerer Halbleiterschicht (80u4 
gegentiber 30 yz) sind die Er- 
scheinungen jedoch nicht so} 


| 
| 


G—= ausgepragt. So erreichte hier} 
sens z. B. das Gleichrichterverhalt 
Gleichrichterverhaltnis in Abhangigkeit vom Druck. nis bei Einspannung in de 1 


Zwinge niemals den Wert 1.} 

Da der bisher verwendete MeBtisch fiir gréBere Drucke zu leicht# 
gebaut war, wurde fiir die weiteren Messungen die in Abb. 13 darge+ 
stellte Druckvorrichtung verwendet. Sie gestattete Versuchsreihen biss 


Abb. 18. MeBtisch fiir die Druckversuche 


zu Drucken von fast 900 kg/cm?. Der Druck wurde durch Auflage vo 
Gewichten sprungweise um etwa 100 kg/cm? erhéht und die Strom4| 
Zeitkurven aufgenommen. | 

Die Zelle verhalt sich bei Druckerhéhung anders als bei Druckver4| 
minderung. Im Aufbau der Zelle treten durch die Druckbelastung plug 


| 
ii 
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der elektrischen Belastung solche Veranderungen auf, daB sie durch 
-Entlastung nicht mehr riickgingig gemacht werden kénnen. Simt- 
-liche Stromwerte  steigen 

bei Druckerhéhung zuerst = ¥@/ 
mrasch an (Abb. 14). Ab 
einem gewissen Druck be- 
| wirkt jedoch eine geringe 
-Erhéhung nur mehr eine 
-geringe Stromanderung. 
| Der Endwert in der Sperr- 
-richtung steigt jedoch ra- 
'scher als der Endwert in 
der Durchgangsrichtung. 
- Dieser Unterschied wird mit 
steigendem Druck immer 
kleiner, das Gleichrichter- 
verhaltnis G sinkt daher 
zuerst rasch ab und kon- 
vergiert schlieBlich gegen 1. 
Ferner konnte festgestellt 0 100 200 300 400 500 600 100 
werden, daB eine ,,Formie- Plkgfem ] 
rung’ der Zelle durch 

Druckbelastung eine Ver- 

besserungdesGleichrichter- | 
verhaltnisses _hervorruft. ; 
Dercharakteristische A bfall 

der Kurvenform der Sperr- 

richtung wird nach Ent- 


Z 100 200 IO0 400 500 600 700 


lastung besonders - steil. PlkgfomY] 
Das bedeutet, dab sich die Abb. 14. Verhalten der MeBzelle bei Druckbelastung 
Sperrwirkung in besonders (oberes Bild). 


kurzer Zeit ausbildet. 


Abhangigkeit des Gleichrichterverhaltnisses vom Druck 
(unteres Bild). 


Mechanismus der unipolaren Stromleitung und Diskussion der Ergebnisse. 


Untersuchen wir den Aufbau und die Abnahmebedingungen an den 
-verwendeten Versuchszellen, so ergibt sich die folgende Anordnung. 
Das Silberjodid befindet sich als fester Elektrolyt zwischen zwei Elek- 
troden, dem Siiberblech, auf dem es chemisch erzeugt worden war und 
der Metallabnahmeelektrode, die aufgelegt wurde. Wahrend der Uber- 
gang vom Silberjodid zum metallischen Silber in der Form stattfinden 
wird, daB das Silberjodidgitter an einer gewissen Grenze in das Silber- 
gitter iibergehen, der atomare und elektrische Kontakt also ein ganz 
inniger sein wird, liegen die Verhaltnisse an der Auflageelektrode ganz 
anders. Hier ist der Abstand zwischen Elektrode und festem Elektro- 
lyten — verglichen mit atomaren GroBen — sehr gro8 und der elek- 
trische Kontakt wird nur an einigen Punkten stattfinden. Es liegen also 
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grundverschiedene Abnahmebedingungen an beiden Begrenzungen des 
Silberjodids vor. 

Untersuchen wir nun den Fall der Durchgangsrichtung, also Silber 
positiv und Gegenelektrode negativ. Wie wird hier die Stromleitung er- 
folgen ? Am Stromtransport sind allein die positiven Ag-Ionen beteiligt. 
Der Transport dieser Ionen wird von der Anode zur Kathode durch den 
Elektrolyten hindurch durch Auslésung von Platzwechselvorgangen 
ohne Konzentrationsanderung des Elektrolyten selbst erfolgen. Ag- 
Ionen werden aus dem Silber immer wieder nachgeliefert, durch den 
Elektrolyten transportiert und an der Kathode, wo sie ihre Ladung ab- 
geben und damit den Stromtransport ermdglichen, als metallisches 
Silber abgeschieden werden. Daf ein solcher Transport von Silbermaterie 
von der Anode zur Kathode tatsachlich stattfindet, hat C. TUBANDT [15] 
durch seine Uberfiihrungsmessungen bestatigt. Da geniigend Ag-Ionen 
zur Verfiigung stehen, wird der Strom konstant bleiben, die Zelle leitet 
also in dieser Richtung. 
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Abb. 15. Abb. 16. 


Die Verhaltnisse, die jetzt an der Kathode herrschen, zeigt Abb. 15. 
Wir nehmen hier den Fall einer Silberauflageelektrode an. An den] 
einzelnen Beriihrungsstellen, an denen die elektrische Entladung stat} 
finden wird, hat sich Silber angelagert. Eine solche Beriihrungsstelle} 
wurde schematisch hevcezaichaer, Silberionen haben dort ihre} 
Ladung abgegeben und sich in Dendritenform angesammelt, wahrend| 
in unmittelbarer Umgebung eine Konzentration solcher. Ionen statt-} 
finden wird, deren Entladung noch nicht erfolgt ist. Durch Entladung} 
dieser Ionen und Anlagerung an das mictallische Silber des Dendriten || 
wird dieser weiter in den Elektrolyten hineinwachsen. | 


Pole ich den auBeren Stromkreis und damit das Feld im Elektrolyten| i} 


um, so wird sich der erste, soeben beschriebene Vorgang umkehren. Es} | 


wird ein Riicktransport des vorher an der Kathode abgeschiedenen| ) 


Silbers erfolgen. Diese Ag-Ionen werden also im Anfang den Strom-}} 
transport tibernehmen, und zwar umso linger, je mehr zur Verfiigung 
stehen, je langer ich also i in Durchgangsrichtung belastet habe. Wie aus; 
den vorliegenden Versuchsergebnissen hervorgeht, ist die Zeit, in der} 


Silberionen fiir den Stromtransport in Sperrichtung in geniigender Ani 


————— 
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zahl zur Verfiigung stehen, etwa linear proportional der Belastungszeit 
in Durchgangsrichtung. Solange noch mehr Ag-Ionen vorhanden sind, 
als fiir diesen Stromtransport benétigt werden, bleibt der Strom in 
Sperrichtung annahernd konstant. Da Strom und Ionenzahl pro- 
portional sind, die Ionenzahl jedoch standig sinkt, wird sie ab einem ge- 
wissen Zeitpunkt nicht mehr ausreichen, den Stromtransport zu tiber- 
nehmen. Der Strom wird rasch sinken, der Widerstand steigen und die 
Sperrwirkung sich aufbauen. Damit findet der rasche Abfall der Strom- 
Zeitkurve der Sperrichtung seine Erklarung. Wéahrend in Durchgangs- 
richtung immer wieder Ag-lonen in geniigender Anzahl aus dem Silber 
zur Verfiigung gestellt werden, ist das in der Sperrichtung nicht mehr, 
oder nur in ganz geringem Umfang moglich. 

Die Verhaltnisse wahrend dieses Vorganges an der Auflageelektrode 
sind in den Abb. 16 und 17 schematisch wiedergegeben. Betrachten wir 
nochmals den charakteristischen Verlauf der Strom-Zeitkurve der Sperr- 
richtung (Abb. 18). Wahrend der erste mit 1 bezeichnete kurzzeitige 
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Abb. 17. Abb. 18. ; 


Stromabfall auf einen Riickstromanteil zuriickzuftihren sein wird, werden 
zum Zeitpunkt 2 an der Abnahmeelektrode die in Abb. 16 dargestellten 
Verhaltnisse herrschen. Die positiven Silberionen werden nun in ent- 
gegengesetzter Richtung wandern. Ein Teil des an der friiheren Kathode 
angelagerten Silbers ist bereits abgebaut, es stehen jedoch fiir den Strom- 
transport noch gentigend Ionen aus dem Silber des Dendriten zur Ver- 
fiigung, so daB der Strom annahernd konstant bleibt und in seiner 
GréBe etwa dem der Durchgangsrichtung entspricht. Zum Zeitpunkt 3 
ist das nicht mehr der Fall. Hier reicht die Anzahl der zur Verftigung 
stehenden Silberionen nicht mehr aus und der Strom sinkt rasch. Zum 
Zeitpunkt 4 werden an der Abnahmeelektrode die in Abb. 17 darge- 
stellten Verhiltnisse herrschen. Sa&mtliches an der friitheren Kathode 
angelagerte Silber ist abgebaut und bereits abtransportiert. Der Nach- 
schub neuer Silberionen mu8 daher jetzt aus der Auflageelektrode er- 
folgen. Dieser Ubertritt von Silbermaterie wird nur an ganz wenigen 
Punkten stattfinden kénnen und das FlieBen des geringen Reststromes 
in Sperrichtung erméglichen. 
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Zu diesen Erscheinungen wird noch ein weiterer Effekt hinzutreten. 
Bei positiv aufgeladener Auflageelektrode werden die positiven Metall- 
ionen im Elektrolyten von ihr fortgetrieben. Die die Auflagepunkte der 
Elektronen unmittelbar bertihrenden negativen: Jod-Ionen werden ihre 
Ladung abgeben. Die entfernter liegenden kénnen aber, da sie keine Be- 
weglichkeit besitzen und nicht wandern, iiberhaupt nicht zur Gegen- 
elektrode gelangen. Dadurch entsteht ein UberschuB negativer Ladung, 
durch den die positiven Ionen des Elektrolyten zuriickgehalten werden 
und der Strom wird der Sperrichtung entsprechend sinken. Die in der 
Umgebung der Abnahmestelle entstehende negative Raumladung ver- 
hindert also ein weiteres Abwandern positiver Ionen und drosselt den 
Strom. 

Auf Grund der oben entwickelten Gedankengange kann also sicher 
angenommen werden, da die Erscheinung der unipolaren Leitfahigkeit 
an den untersuchten Silberjodidzellen durch die unsymmetrischen 
Stromabnahmeverhdltnisse am Elektrolyten bedingt ist. 

Aus den mitgeteilten Messungen ergibt sich — wie fiir elektro- 
lytische Leitung nicht anders zu erwarten war — eine Zunahme der Leit- 
fahigkeit mit der Temperatur. Diese ist auf die Erhdhung der Zahl der 
Leitungsionen und eine VergréBerung ihrer Beweglichkeit — die wieder 
mit der Anzahl der Storstellen verkniipft ist — zuriickzufiihren. 

Da bei tiefen Temperaturen nur mehr ganz geringe Stréme flieBen, 


wird — entsprechend dem bereits mitgeteilten Leitungsmechanismus — 


die Anzahl der elektrischen Abnahmestellen der Gegenelektrode ge- 
ntigen, den Stromiibertritt und die Entladung der Ionen zu erméglichen. 
Eine Ionenanreicherung und Abscheidung an der Elektrode bei Strom- 
belastung in Durchgangsrichtung wird nicht mehr erfolgen und daher ist 


der charakteristische Abfall in Sperrichtung nicht vorhanden. Es wird | 


hier anzunehmen sein, daB die wenigen am Stromtransport beteiligten 
Tonen an den Abnahmestellen der Gegenelektrode in dieselbe iibertreten, 
bei Umpolung aus ihr wieder geliefert werden und dadurch den geringen 
Stromtransport in Sperrichtung erméglichen. 

Andererseits wird mit steigender Temperatur die Anzahl der Leitungs- 


ionen steigen. Das bedingt wieder, daB die Ionenanreicherung an der | 


Elektrode bei Belastung in Durchgangsrichtung in gréBerem Umfang 


erfolgen und daher nach dem Umpolen der charakteristische Abfall 


spater eintreten wird. Es stehen eben jetzt in Sperrichtung fiir die 
anfangs hohen Stréme mehr Jonen zur Verfiigung, der Sperrstrom wird 
langer seinen hohen Anfangswert behalten. 

In der gleichen Richtung wie Temperaturerhéhung wirkt sich Druck- 
erhdhung aus. Erhéhter Druck begiinstigt die Platzwechselvorgange 


und erhéht damit die Leitfahigkeit. Der EinfluB auf die Sperrichtung } 


ist viel gr6Ber, so da das Gleichrichterverhiltnis mit dem Druck sinkt. 
Diese Erscheinung kann damit erklart werden, daB sich mit héherem 


Druck die Unsymmetrie der beiden Abnahmebedingungen an den ] 
Grenzen des Silberjodids abbaut. Mit VergréBerung des Druckes wird | 
die Abnahmeelektrode immer mehr an die Zelle gepreBt und die Zahl | 
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der Ubertrittstellen des Stromes wird sich vergrOBern. Der charak- 
teristische Abfall der Stréme der Sperrichtung verflacht sich und ver- 
schwindet schlieBlich. Leitungsionen werden jetzt in die Abnahme- 
elektrode iibertreten, bzw. aus ihr austreten konnen, die Ionenan- 
sammlung findet nicht mehr statt und die Unipolaritat hért auf. 


Zusammenfassung. 


An Silberjodidzellen wurden Leitfahigkeitsmessungen durchgefiihrt 
und dabei eine charakteristische Form der Strom-Zeitkurven gefunden. 
Ein Mechanismus der unipolaren Leitfahigkeit wurde mitgeteilt und da- 
bei die Wichtigkeit der Unsymmetrie der Stromabnahmebedingungen 
festgestellt. 


Die Sperrwirkung baut sich erst jeweils nach einer gewissen Zeit 
spontan auf. Der Zeitpunkt dieses Aufbaues ist abhangig von der Dauer 
der Strombelastung in der Durchgangsrichtung. Es besteht ein linearer 
Zusammenhang. 


Mit hoherer Temperatur steigen alle Stromwerte entsprechend der 
elektrolytischen Leitung. Der Einflu8 auf die Sperrichtung iiberwiegt 
und das Gleichrichterverhaltnis der Endwerte sinkt mit steigender 
Temperatur. Bei tiefen Temperaturen sinken die Stromwerte und das 
Gleichrichterverhaltnis wird 1. 


Steigender Druck erhéht die Stromwerte, besonders stark die End- 
werte der Sperrichtung. Das Gleichrichterverhaltnis der Endwerte er- 
reicht den Wert 1 und die Zelle verliert ihre unipolaren Eigenschaften. 
Sie zeigt ein unterschiedliches Verhalten bei Druckerhéhung und Druck- 
verminderung. 


Die vorliegende Arbeit wurde am Institut fiir Experimentalphysik 
der Technischen Hochschule Wien ausgefiihrt. Ich méchte an dieser 
Stelle dem Vorstand dieses Instituts, Herrn Prof. Dr. F. REGLER, fiir 
sein stetes Interesse und die wohlwollende Forderung, die er dieser Arbeit 
zuteil werden lieB, meinen besten Dank aussprechen. 
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Buchbesprechungen. 


Der kritische Zustand und seine Darstellung durch die Zustandsgleichung. Von 
H. D. Barur. (Abhandlungen der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse 
der Akademie der Wissenschaften und Literatur in Mainz: Jhg. 1953, Nr. 6.) 
Mit 40 Abb., 101 S. DM 7.80. 

Im ersten Teil der Arbeit wird iiber die gegenwartige Situation hinsichtlich der 
Deutungsméglichkeiten des kritischen Zustandes referiert. Eine Klarung der ver- 
schiedenen Auffassungen wurde durch umfangreiche Experimentalarbeiten, ins- 
besondere der kanadischen Schule (Maass) geférdert. Die theoretische Diskussion 
wurde von J. E. Mayer, M. Born und ihren Mitarbeitern, sowie durch neuere Er- 
gebnisse von MUNSTER zu einem gewissen Abschlu8 gebracht, wenigstens hinsicht- 
lich allgemeiner statistischer Aussagen. Die experimentellen Untersuchungen 
stehen unter dem entscheidenden Einflu8 der charakteristischen Schwankungs- 
erscheinungen und Instabilitaten, wobei letztere fiir eine wirklichkeitsnahe Be- 
handlung die Beriicksichtigung sonst vernachlassigbarer: Einfliisse (Schwerkraft, 
Verunreinigungen) notwendig machen. Angesichts dieser Sachlage bekam der erste 
Teil den Charakter eines kritischen Ubersichtsreferates, in dem es umso weniger 
auf eine dezidierte Stellungnahme ankam, als die Mannigfaltigkeit neuerer Ge- 
sichtspunkte den alten Gegensatzen von selbst ihre Scharfe nahm. 

Im zweiten Teil zeigt der Verfasser, daB es méglich ist, mit einer geeigneten 
algebraischen Zustandsgleichung ein kritisches Gebiet im Sinne der Arbeiten von 
MAYER und Rice darzustellen. Aber auch bei Giiltigkeit der Kontinuitatstheorie 
kann das Zustandsgebiet um den kritischen Punkt durch eine algebraische Zu- 
standsgleichung befriedigend wiedergegeben werden. MHlieraus ergibt sich unter 
anderem, daB aus dem Versagen einer bestimmten Zustandsgleichung nicht auf die 
Unrichtigkeit der zugrunde gelegten Theorie geschlossen werden kann. So. will- 
kommen dem mitarbeitenden Spezialisten dieser zweite Teil (mit einer griindlichen 
Klassifikation der Funktionstypen) auch sein wird, eine ausfithrlichere Darstellung 
des ersten Teiles wiirde eine weitere Verbreitung dieser gediegenen Arbeit noch 
mehr begiinstigt haben. A. Musi, Graz, 
Atomphysik. Von K. BecHERT und CHR. GERTHSEN. Band III: Theorie des 

Atombaus. 1. Teil. Von K. Brecurertr. Dritte, umgearbeitete Auflage. 
(Sammlung Géschen: Band 1123/1123 a.) Mit 16 Textabb., 148 S. — Band IV: 
Theorie des Atombaues. 2. Teil. Von K. BecuEerr. Dritte, umge- 
arbeitete Autlage. (Sammlung Géschen: Band 1165/1165 a.) Mit 14 Textabb., 
170 S. Berlin: W. de Gruyter & Co. 1954. Jeder Band DM 4.80. 

Die Theorie des Atombaus geht von der HEISENBERGSchen Unscharferelation 
aus. AnschlieBend wird das Atommodell von Bour behandelt und mit Hilfe des 
Korrespondenzprinzipes die Intensitat der Spektrallinien berechnet. Das Korre- 
spondenzprinzip wird auch zur Erklarung des ZEEMAN-Effektes und des STARK- 
Effektes herangezogen. 

Eine kurze Darstellung der Matrizenmechanik und die Besprechung der optisch- 
mechanischen Analogie fiihrt zur Wellenmechanik. Die wellenmechanische Theorie 
des H-Atoms wird ausfiihrlich behandelt. 
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Der umfangreiche Stoff ist sehr zusammengedrangt. Die Darstellung dirfte 
an mathematisch nicht getibte Leser einige Anforderungen stellen. 

Der zweite Teil der Theorie des Atombaus enthalt u. a. die zeitunabhangige 
und zeitabhangige Stérungstheorie mit Anwendungen auf StoBvorgange, induzierte 
Emission und Photoeffekt. In einem gréBeren Kapitel tiber Molekiile wird auch 
die wellenmechanische Theorie der hom6opolaren Bindung behandelt. 

Nach einer zunachst naherungsweisen Behandlung des Elektronenspins wird 
die Diracsche Theorie des Elektrons entwickelt, die das magnetische Moment des 
Elektrons erklart und die Feinstrukturformel des H-Atoms liefert. 

Ebenso wie im ersten Teil der Theorie des Atombaus ist die Darstellung ziemlich 
schwierig und erscheint als erste Einfiihrung fur Chemiker nicht sehr geeignet. 

H. Rosi, Wien. 
The Infra-red Spectra of Complex Molecules. Von L. J. BELLAMy. Mit 30 Abb., 
XVII, 323 S. London: Methuen & Co. Ltd.—New York: J. Wiley & Sons, Inc. 
1954. Geb. 35 s. net. 

Uber die experimentelle Methodik sowie die theoretischen Grundlagen der 
Ultrarot-Spektroskopie legen — fast ausschlieBlich in englischer Sprache — 
mehrere Einzeldarstellungen vor, dagegen fehlte bisher eine zusammenfassende 
Darstellung der Ergebnisse. Den diesbeziiglich bereits fiihlbar gewordenen Mangel 
hat der Verfasser zum groBen Teil insoferne behoben, als im vorliegenden Buch 
in tibersichtlicher Weise der Zusammenhang zwischen chemischer Bindung, bzw. 
funktionellen Gruppen und den zugehGrigen charakteristischen Banden aufgezeigt 
wird. Die Zusammenstellung beriicksichtigt sorgfaltig alle Einfliisse, sie sich durch 
Isomerie, Konjugation, freie Drehbarkeit usw. auf Bandenlage und Intensitat 
charakteristischer Schwingungen ergeben; die ansehnliche Literaturangabe am 
Ende jedes Kapitels erleichtert die Information iiber im Buche nicht behandelte 
Einzelheiten. Durch die zweckmaBige Gliederung des Stoffes und weitgehende Er- 
orterung aller in Frage kommenden Probleme wird das Buch sowohl dem Analytiker 
als dem Strukturforscher in gleicher Weise von Nutzen sein. Erfreulich ist der Um- 
stand, daB die Bandenlage durchwegs in cm —! angefiihrt wird, was einerseits die 
Lesbarkeit der U.R.-Spektren hinsichtlich der haufig auftretenden Ober-, bzw. 
Kombinationstone erleichtert und anderseits den vielfach erforderlichen Vergleich 
mit den Raman-Spektren unmittelbar erméglicht. J. WAGNER, Graz. 
The Physies of Experimental Method. Von H. J. J. Brappicx. Mit Textabb., 

XX, 404 S. London: Chapman & Hall Ltd. 1954. Geb. 35 s. net. 

Das wesentliche Merkmal des vorliegenden Buches ist durch seinen Titel 
treffend gekennzeichnet: An einer reprasentativen Auswahl experimenteller Teil- 
gebiete zeigt es den Zusammenhang der grundlegenden physikalischen Gesetze 
mit der Methodik des Experiments. Dies macht es vor allem zu einem empfehlens- 
werten Lehrbuch ftir den Studenten, der nach einigen Semestern vorwiegend 
theoretischer Ausbildung in die Praxis der Laboratoriumsarbeit eintreten soll. 
Wahrend umfangreiche Werke, in denen fiir zahlreiche praktische Falle Anord- 
nungen genau beschrieben werden, in diesem Stande der Ausbildung leicht zur 
Oberflachlichkeit erziehen, ist BRAppicKs Darstellung hervorragend geeignet, zur 
selbstandigen Anwendung theoretischer Grundkenntnisse in der Planung und 
technischen Durchfiihrung der Experimente anzuleiten. Es ist erstaunlich, wie gut 
es dem Autor trotz der Kiirze der Einzelabschnitte gelingt, nicht nur eine fundierte 
allgemeine Einfiihrung in das betreffende Gebiet, sondern auch eine Menge niitz- 
lichen Wissens zu bringen, das in vielen Fallen den praktischen Erfordernissen 
vollauf geniigen wird. Dies gilt vor allem von den Kapiteln iiber Fehlerrechnung, 
Werkstoffkunde, Optik und ganz besonders von dem Abschnitt ,,Electronics. 
Unbelastet von rohrentechnischen Details und der iiblichen breiten Darstellung 


| 
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rundfunktechnisch interessanter Schaltungen wird hier in 48 Seiten eine Ein- 
fihrung in die moderne Verstarkertechnik gegeben, die schlechthin als ideale erste 
Anleitung z. B. fiir angehende Kernphysiker gelten kann. Der Abschnitt iiber 
mechanische Konstruktion beriicksichtigt besonders die kinematischen Gesichts- 
punkte beim Bau beweglicher Apparateteile. Es ware vielleicht zu erwagen, ob hier 
nicht noch eine kurze Besprechung der Werkzeugmaschinen, ihrer Wirkungsweise 
und Beschrankungen, und den sich daraus fiir die mechanische Konstruktion er- 
gebenden Folgerungen niitzlich gewesen ware. Bei der Behandlung elektrischer 
MeS8methoden wird besonders auf Prazisionsgalvanometer zur Messung kleinster 
Stréme und ihre Theorie eingegangen. 

Das Literaturverzeichnis bringt nicht nur Hinweise auf Spezialwerke iiber die 
einzelnen Sachgebiete, sondern auch Zitate von Originalarbeiten bis 1953, welche 
sich vor allem auf neuere PrazisionsmeBmethoden beziehen, die im Buch selbst nur 
eine kurze Erlauterung ihres Prinzips finden konnten. P. WEINZIERL, Wien. 


Optical Aberration Coefficients. Von H. A. Bucnpani. Mit 35 Textabb. und 
35 Tatfeln, XX, 336 S. Oxford University Press. — London: G. Cumberlege. 1954. 
HOU Sa met: 

Die algebraische Theorie der Abbildungsfehler zentrierter optischer Systeme 
in der tiblichen, auf SEIDEL zuriickgehenden Form bedeutet, von bestimmten ein- 
fachen Fallen abgesehen, bei der Vorrechnung keine groBe Hilfe. Die Abbildungs- 
fehler, wegen der Transzendenz der Brechungsfunktion in geschlossener Form nicht 
darstellbar, miissen in Reihen nach Potenzen der Strahlkoordinaten entwickelt 
werden. Dabei geben aber die primaren Bildfehler, also die Glieder dritter Ordnung, 
selbst in den einfachsten Fallen keine hinreichende Beschreibung der wirklichen 
Bildtehler, die Berechnung der Koeffizienten der Glieder héherer Ordnung ist aber 
in den bisher bekanntgewordenen Entwicklungen ungewohnlich zeitraubend und 
schlieBlich ist kein Weg bekannt, um die Ableitungen der Koeffizienten nach den 
Konstruktionsparametern berechnen zu k6nnen. 

Der Verfasser bearbeitet nun die Entwicklung der Bildfehler in Potenzreihen 
unabhangig von bisherigen Versuchen auf neue Art. Dazu dient die Wahl ge- 
eigneter Strahlkoordinaten, die Einfiihrung bestimmter Invarianten und Quasi- 
Invarianten, besonders wirkungsvoll aber ein IterationsprozeB, der die Berechnung 
der Koeffizienten der Bildfehler von der Ordnung m + 2 in relativ einfacher Art 
aus denen der Ordnung 7 erlaubt. Fiir den optischen Rechner besonders verlockend 
ist die aufgezeigte Méglichkeit, die Ableitungen der Koeffizienten nach den Kon- 
struktionsparametern zu berechnen. Ein besonderer Teil des Buches befa8t sich 
mit einer ahnlichen Behandlung der chromatischen Fehler. 

Die Lektiire des Buches ist kein GenuB und es erhebt sich der Wunsch nach einer 
behutsameren und mehr auf das Didaktische Riicksicht nehmende Darstellung. Da 
bei den Ableitungen Zwischenschritte sehr oft weggelassen werden, ist man immer 
wieder gezwungen, das Lesen zu unterbrechen, um sich die notwendigen Er- 
ganzungen selbst zu beschaffen. Ob es wirklich notwendig war, 275 verschiedene 
Symbole (vom Verfasser selbst als ,,terrifying’’ bezeichnet) zu verwenden, kann be- 
zweifelt werden. 

Die numerischen Beispiele des Buches vermégen den Leser von der Brauchbar- 
keit der Entwicklungen in der gegebenen Form fiir die Arbeit des rechnenden Op- 
tikers nicht zu tiberzeugen. Damit eine neue Theorie fiir diese Arbeit wirklich 
nutzbringend werde, ist ein Herausschalen des Arbeitsprinzips, hier genauer: des 
Rechenvorganges, aus den theoretischen Ableitungen notwendig. Das ist eine Auf- 
gabe des Autors, nicht die des Lesers. Diese Forderung ist keinesfalls gleichbe- 
deutend mit dem Wunsch nach einem narrensicheren optischen Kochbuch. Was 
gemeint ist wird am besten deutlich durch den Hinweis aut das bekannte Buch 
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,,Grundlagen der praktischen Optik’‘ von M. BEREK, in dem das Herausschalen 
des Arbeitsprinzips meisterhaft gelungen ist. 
Der in dem Buch gezeigte Weg ist aussichtsreich, um ihn aber fiir die rechnende 
Optik fruchtbar werden zu lassen, wird noch einige Arbeit notwendig sein. 
H. FiscHer, Innsbruck. 


KEinfiihrung in die symbolische Logik mit besonderer Berucksichtigung ihrer An- 
wendungen. Von R. Carnap. Mit 5 Textabb., X, 209 S. Wien: Springer-Verlag. 
1954. Geb. S 162.—, sfr. 27.50, $ 6.40, DM 27.—. 

Die moderne Logik (die in der Gegenwart auch unter den Bezeichnungen 
, Logistik“, ,,symbolische Logik“, ,,mathematische Logik‘', ,,Metamathematik‘‘ 
und ,,theoretische Logik“ auftritt) ist im Laufe der letzten Jahrzehnte zu einer 
selbstandigen und umfangreichen Disziplin mit zahlreichen Teilgebieten ange- 
wachsen und hat in zunehmendem Mae Bedeutung auch au8erhalb der Grund- 
lagenfragen der Mathematik erlangt. Eine hinreichend umfassende und syste- 
matisch aufgebaute Einfiihrung in die moderne Logik, die auch die jiingsten 
Forschungsergebnisse auf diesem Gebiet verarbeitet, war, insbesondere was das 
deutsche Sprachgebiet betrifft, seit langem ein Desiderat. 

Man darf sagen, da8 das von RupotF CAaRNAP nun vorliegende Werk, das 
seiner Tendenz und seiner ganzen Anlage nach diese Liicke auszufiillen bestimmt 
ist, sich von anderen ahnlichen, vor allem fremdsprachigen Darstellungen in 
folgenden Punkten unterscheidet: 

1. Die Logistik wird nicht allein im Hinblick auf ihr bisheriges Hauptanwen- 
dungsgebiet, die Grundlegung der Mathematik, behandelt, sondern als Wissen- 
schaft der Logik ttberhaupt dargestellt. 

2. Die Relationen, die zum Pradikatenkalkiil gehoren, aber Besonderheiten 
aufweisen, die eine gesonderte Behandlung nahelegen, werden entsprechend her- 
ausgehoben und die Grundziige der Relationstheorie dargestellt. 

3. Bei der Behandlung jedes Teilgebietes der Logistik wird das jeweils zugrunde 
gelegte ,,Sprachsystem“ beschrieben. CarRNap verwendet als logische ,,Objekt- 
sprache” drei kiinstliche Sprachsysteme A, B und C und als ,,Metasprache‘‘ die 
durch gewisse Zeichen erganzte und prazisierte nattirliche Sprache (vgl. S. 4, 
69 ff. und 92 ff.). AuBerdem werden noch drei Formen der ,, Dingsprache'‘ (S. 136 ff.) 
und die ,.Koordinatensprache“ (S. 138 ff.) unterschieden. 

4, Die Anwendungsméglichkeiten der symbolischen Logik werden viel aus- 
fiihrlicher besprochen, als dies sonst der Fall ist. Der ganze zweite Teil des Buches 
(S. 135 ff.) enthalt Beispiele fiir Anwendungen auf dem Gebiet der Mengenlehre, 
der Arithmetik, der Geometrie, der Physik und der Biologie. 

5. In die Darstellung ist auch eine Reihe eigener Forschungen des Verfassers 
eingearbeitet, die Basis und Aufbau des Ganzen bestimmen. 

CaRNAP hat sich in seinen Veréffentlichungen immer wieder als Meister im 
Entwerfen logischer Kunstsprachen erwiesen. Ob die mannigfache Unterscheidung 
mehrerer Sprachsysteme auch in diesem Einfiithrungsbuch notwendig war, kénnte 
bezweifelt werden, Jedenfalls entspricht sie der Forderung nach einem héheren 
Grade der Exaktheit und dem derzeitigen Stand semantischer Einsichten, an 
deren Gewinnung CARNap selbst entscheidend beteiligt war. Auch ist sie geeignet, 
den Umstand hervorzuheben, daB wir bei der Beurteilung des Sinnes von Aus- 
driicken und der Wahrheit und Falschheit von Satzen nicht nur auf die Beachtung 
dessen angewiesen sind, was sie ausdriicken, sondern auch auf das, was jeweils als 
sprachliches Darstellungsmittel dient. Auch fiir den an der Anwendung der 
symbolischen Logik interessierten Physiker oder Biologen mag eine solche Be- 
sinnung auf die sprachlichen Voraussetzungen der von ihm verwendeten Dar- 
stellungsmittel nicht ohne Wert sein. Fiir den Leser aber, der primar eine Ein- 
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fiihrung in die Logistik sucht, bedeutet die Einfihrung und Unterscheidung 
mehrerer Sprachsysteme, gemeinsam mit der Fiille neuer Termini und Defini- 
tionen, deren Handhabung er gleichzeitig auch erlernen mu, eine zusatzliche Er- 
schwerung. Andererseits aber wird durch dieses technische Riistzeug erst deutlich, 
in welcher Weise die Logistik als das ,,Skelett‘ einer logisch exakten Sprache aus 
der natiirlichen Sprache herausgehoben werden kann. So kommt es zur Er- 
lauterung und ausdriicklichen Formulierung von Dingen, die sonst in der Logistik 
oft unausgesprochen bleiben, fiir ein angemessenes Verstindnis aber von Wich- 
tigkeit sind. [Man vergleiche z. B. die Einfithrung und Erlauterung der Termini: 
» Reinheit der Ableitung‘‘ (S. 2), ,Explikation und ,,Explikat“ (S. 2), die Unter- 
scheidung von ,,Attribut’’ und _,, Pradikat‘‘ (S. 4 bis 5); ferner die , L-Begriffe“ 
,» Spielraum“‘ und ,,L-Wahrheit“ (S. 14 ff.), ,,Gehalt™ eines Satzes (S. 20 f.), ,, Bewer- 
tung“ (S. 14,16 und 86), die Unterscheidung von ,, Ableitung“‘ und ,, Beweis“‘ (S. 81 f.) 
und andere.] Hingegen wird der wichtige, aber zu mancherlei Schwierigkeiten 
Anla® gebende Begrift der ,, Proposition‘' ohne jede Erlauterung verwendet (S. 38). 

Jedem Abschnitt und Paragraphen schlieBen sich Ubungsbeispiele an, denen 
zwar keine Lésungen, gelegentlich aber kurze Anleitungen beigefiigt sind. 

Zwei kleine Druckfehler seien angemerkt: Seite 50, Zeile 16 von oben muB es 
statt GS, beide Male GS; und Seite 82, vorletzte Zeile von unten statt S G; heiGen. 

Im zweiten Teil des Buches wird gezeigt, wie die Logistik fiir die exakte Symboli- 
sierung vor besonderen Axiomensystemen (die dem Gebiet der Arithmetik, der 
Geometrie, der Physik und der Biologie entnommen werden) verwendet werden kann. 

Uber den Wert solcher Anwendungen, insbesondere in Physik und Biologie, 
werden die Meinungen geteilt sein. Der Physiker ist, fiir seinen eigenen Wissen- 
schattsbetrieb, zweifellos nicht unbedingt auf die Verwendung der symbolischen 
Logik angewiesen. Sie wird aber dann fiir ihn von Bedeutung, wenn es um eine 
Interpretation und Sinnanalyse physikalischer Satze und um die Aufdeckung der 
logischen Struktur physikalischer Grundbegriffe geht. Die Logistik ist also weniger 
fiir den Forschungsbetrieb der Physik selbst, als vielmehr fiir eine Grundlagen- 
forschung der Physik von Wichtigkeit. 

Nicht beriicksichtigt sind die mannigfachen Anwendungsméglichkeiten der 
Logistik auf die natiirliche Sprache im allgemeinen und auf die philosophische 
Sprache im besonderen. Die symbolische Logik ist ein geeignetes Mittel, um die 
logische Struktur von Satzen und Ausdriicken der natiirlichen Sprache darzu- 
stellen und um nachpriifbare Grundlagen fiir eine wissenschaftlich zureichende 
Sinnanalyse philosophischer Satze zu liefern. 

Das Werk ist in seiner Sprache und in der Breite seiner Anlage als Einjiihrung 
flir einen mit den logistischen Grundbegriffen noch nicht vertrauten Leser wenig 
geeignet. Doch was fiir diesen Zweck ein Nachteil, ist in anderer Hinsicht ein 
Vorzug: es wird dafiir eine griindlichere Fundierung, groéBere Genauigkeit in der 
Darlegung und ein sachgerechter methodischer Aufbau gewonnen. Der der 
modernen Logik einigermaSen Kundige wird das Buch mit groBem Nutzen durch- 
arbeiten und der Universitatslehrer, der einen ein- oder zweijahrigen Kursus uber 
Logistik halt, wird es, unter gelegentlicher Heranziehung anderer einschlagiger 
Werke (wie etwa W. v. O. QutINE: ,,Mathematical Logic’‘, Sr. C. KLEENE: 
, Introduction to Metamathematics’, H. REICHENBACH: ,,Elements of Symbolic 
Logic‘‘, oder D. HirBerRT-W. ACKERMANN: ,,Grundziige der theoretischen Logik") 
mit Erfolg seinen Vorlesungen und Ubungen zugrundelegen. R. FREUNDLICH, Graz. 
Einfiihrung in die theoretische Physik. Band : Mechanik. Von W. D6rING. (Samm- 

lung Géschen: Bd. 76.) Mit 29 Textabb., 119 S. Berlin: W. de Gruyter & Co. 1954. 

Das neue Bandchen der bewahrten Sammlung Géschen widmet der Kinematik, 

der Statik, der Dynamik, dem starren Kérper und der analytischen Mechanik je 
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ein Kapitel. Auf engstem Raum war es dem Verfasser méglich, nicht vielerlei, 

aber doch vieles zu bringen. Vor allem die Klarheit, mit welcher begriffliche Dinge 

behandelt werden, darf hervorgehoben werden, dazu vielleicht noch die moderne 

Einstellung, die selbst in dieser klassischen Disziplin zum Ausdruck zu kommen 

vermag. K. Baumann, Wien. 

Gas Dynamies of Thin Bodies. Von F. I. FRANKL und E. A. Karpovicu. Aus dem 
Russischen iibersetzt von M. D. Fri—EDMAN. Mit 33 Textabb., VIII, 175 S. 
London: Interscience Publishers Ltd. — New York: Interscience Publishers, 
Inc. Geb. $ 5.75. 

Die Methode, gasdynamische Probleme naherungsweise durch Linearisierung 
der Potentialgleichung zu lésen, findet man zwar in einer groBen Anzahl von 
Originalarbeiten dargestellt, doch gab es bisher kein Lehrbuch, welches diese 
Methodik eingehend besprach. Die Standardwerke aus Gasdynamik beschranken 
sich durchwegs auf einige kurze Bemerkungen. Es ist daher sehr wertvoll, in dem 
vorliegenden Lehrbuch eine sehr klare und ausfiihrliche Darstellung dieser nun 
durch und durch ausgereiften Methode zur Hand zu haben. Insbesondere fiir 
den Anfanger oder fiir den mit den mathematischen Spezialmethoden weniger 
vertrauten Ingenieur ist das mit zahlreichen durchgerechneten Anwendungs- 
beispielen sicherlich ein wertvoller Behelf. 

Das Buch beschaitigt sich mit der Lésung linearisierter dreidimensionaler 
instationdrer gasdynamischer Probleme und stellt insbesondere den Begriff des 
retardierten Potentials und die Quell-Senken-Methode in den Mittelpunkt. Nach 
einer Einfiihrung findet man einen Abschnitt tiber die Bewegung axialsymme- 
trischer schlanker K6érper in Unter- und Uberschallstrémungen. Das nachste 
Kapitel beschaftigt sich mit der stationdren Bewegung von Tragflachen endlicher 


und unendlicher Spannweite in Unter- und Uberschallstré6mungen. Weiters findet | 


man ein Kapitel tiber die instationare Bewegung von Tragflachen und Propellern 
sowie einen Abschnitt iiber konische Strémungen. 

Ubersetzung und Druck sind sehr sauber; die Literaturzitate sind wenig zahl- 
reich und bringen fast gar keine europdischen Arbeiten. Das Biichlein kann 
technischen Physikern, Ingenieuren und fortgeschrittenen Studenten warm emp- 
fohlen werden. F. Cap, Innsbruck. 
Elements of Statistical Mechanics. Von D. TER Haar. Mit 56 Textabb., 468 S. 

New York: Rinehart Company, Inc. §$ 8.50. 

Um es vorwegzunehmen: das Erscheinen dieses Werkes ist sehr zu begriiBen. 
Es wendet sich hauptsachlich an den theoretischen Physiker und ist dement- 
sprechend kurz und pragnant abgefaBt; Loésungstheorien oder Reaktionskinetik 
findet man darin nicht vor. 

In drei Teilen behandelt der Verfasser die Teilchenstatistik, die statistischen 
Gesamtheiten sowie eine groBe Anzahl spezieller Theorien, bzw. Anwendungen. 
Den Ausgangspunkt bildet fiir den klassischen Teil das BottzMANNsche H-Theorem, 
mit der Quantenstatistik wird das Bosr- und FrErmi-Gas eingefiihrt. Aus dem 
weiteren Inhalt seien die Kapitel tiber Entropie und Schwankungserscheinungen | 
erwahnt, sowie die recht klare Darstellung der Theorie der Metalle und Halbleiter. 
Alles in allem ist kaum ein schwacher Punkt zu finden, im Gegenteil, nicht nur dem | 
Inhalt nach, sondern auch in der iibersichtlichen Form ist das Werk hervorragend. | 


Dem Hauptteil steht ein umfangreicher Anhang zur Seite. Innerhalb der Kapitel | 


teichlich Literaturzitate. 


Besonders empfehlenswert als Hilfsmittel fiir Vorlesungen und zum Selbst- | 
\| 


studium fortgeschrittener Studierender. H. Repp, Graz. 


The Theory of Cohesion. An outline of the cohesive properties of electrons in | 
atoms, molecules and crystals. Von M. A. Jaswon. (Metal Physics and Physical || 
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Metallurgy. Herausgeber G. V, Raynor: Band 2.) Mit 42 Textabb., VIII, 245 S. 
London: Pergamon Press Ltd. 1954. Geb. 37s. 6 d. 

Der ausgiebigen Verwendung quantenmechanischer Ideen und Rechen- 
methoden mit ihrer unvermeidlichen Kompliziertheit entsprang eine ungliickliche 
Zweiteilung der an stoffphysikalischen Fragen interessierten Forscher. Es gibt 
einige wenige Spezialisten, denen die theoretischen Methoden und ihre Grenzen 
wirklich gelaufig sind, und andererseits eine groBe Zahl von Physikern, Chemikern, 
Metallurgen, Mineralogen etc., die, an der Theorie primar nicht interessiert, sehr 
notwendig deren Ergebnisse und Erklarungsméglichkeiten brauchen. Um die 
Originalarbeiten in kritischer Weise studieren zu k6nnen, ist jedoch ein gewisses 
Verstaéndnis der mathematischen Methoden unumganglich notwendig. 

Auf dem Gebiet der Bindungseigenschaften von Elektronen in Atomen, Mole- 
kiilen und Kristallen versucht nun der Verfasser, die diesbeziigliche Liicke in der 
Literatur auszufiillen. Dieses Anlegen hat zur Folge, daB ein groBer Teil des 
Buches als Einfiihrung in die Wellenmechanik angesprochen werden kann, und nach 
Behandlung der Standardprobleme (Wasserstoffatom, Heliumatom, Wasserstoft- 
molekil) erst verhaltnismaBig spat auf die eigentlich interessierenden Fragen der 
metallischen und kovalenten Bindung eingegangen werden kann. Das Buch ist 
klar und leicht faBlich geschrieben, verliert aber im deutschen Sprachraum stark 
an Bedeutung durch die ,,Theorie der chemischen Bindung auf quantentheore- 
tischer Grundlage‘‘ von H. HarRTMANN (erschienen im Springer-Verlag 1954, be- 
sprochen in Acta Physica Austriaca IX/1), umsomehr als in diesem Werk bei etwas 
groBerem Umfang auch auf die Anwendungen der Theorie auf konkrete physi- 
kalische und chemische Probleme eingegangen wird. H. STrIppet, Graz. 


Elemente der neuen Logik. Von B. JuHos. (Sammlung ,,Die Universitat‘: 
Band 48.) 256 S. Frankfurt/Main—Wien: Humboldt-Verlag. 1954. S 66.50. 
Die Logistik begegnet vielfach auch heute noch — trotz ihrer raschen Ent- 
wicklung und ihrer wesentlichen Fortschritte in den letzten 40 Jahren, oder gerade 
deswegen —, was ihren Sinn und ihre Anwendungsméglichkeiten betrifft, manchen 
Mi8deutungen, die nur durch eine ausreichende Kenntnis der Materie selbst be- 
hoben werden kénnen. Der Zugang zu ihr ist zwar fiir den Mathematiker, der an 
den Grundlagen seiner Wissenschaft besonders interessiert ist, ohne weiteres ge- 
geben, fiir den Naturforscher und den ausschlieBlich an der aristotelischen Logik 
orientierten Philosophen aber ist er schwerer zu gewinnen. Eine von bestimmten 
wissenschaftstheoretischen Standpunkten unabhangige Einfiihrung in die moderne 
Logik, wie es die Sache erfordert, nun geschaffen zu haben, ist das Verdienst des 
Verfassers. Insbesondere wird das Werk in seiner Durchfiihrung dem im Vorwort 
formulierten Ziel, ,,die Bedeutung dieser Disziplin als der Fundamentalwissen- 
schaft aller wissenschai{tlichen Erkenntnis und ihrer sprachlichen Darstellung er- 
kennen zu lassen“ (S. 7) vollauf gerecht. 

Im einzelnen behandelt das Buch — nach einer Einleitung, in der in knappster 
Form einiges zur Vorgeschichte und Geschichte der Logistik gesagt wird und die 
wichtigsten Grundbegriffe und Grundzeichen schon entwickelt werden (S. 7—38) — 
den Aussagenkalkiil (S. 39—67), den engeren Pradikatenkalkiil (S. 69—126), den 
Klassenkalkiil (S. 127—150), die Theorie der Relationen (S. 151—177) und den 
erweiterten Pradikatenkalkiil (S. 179—248). 

Bei der Darstellung des Aussagenkalkiils wird der — in anderen Lehrbiichern 
oft vernachlassigte — Grundsatz aufgestellt (der gleichzeitig auch fiir alle anderen 
Teilgebiete der Logistik zu recht besteht), da nicht Voraussetzungen gemacht 
werden diirfen, ,,die in der formal-syntaktischen Logik (in den Kalkiilen) keine Be- 
rechtigung haben" (S. 41, auch S. 28—29). Dem entsprechend wird zwar die stets 
ubliche und das Verstandnis des Ganzen auch erleichternde semantische (,,inhalt- 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/3—4. . 25 
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liche‘‘) Definition der logischen Grundverkniipfungen mit Hilfe einer , Matrix der 
Wahrheitswerte‘‘ gegeben, sie steht aber vollig getrennt von den den Aussagen- 
kalkiil ausfiillenden Paragraphen in der Einleitung und sie wird dann bei der 
systematischen Darstellung des Aussagenkalkils (§§ 5—8) durch eine formal- 
syntaktische Definition ersetzt. Da8 nach ihrer Einfiihrung (die S. 42—44 und 
S. 49—51 gegeben wird) im darauffolgenden § 6 dennoch wieder auf die Wahrheits- 
tabelle zuriickgegriffen wird (S. 51—56), kénnte bei oberflachlicher Betrachtung 
irrefiihren — doch dient dort dazu, um die Anzahl der méglichen Aussagenver- 
kniipfungen feststellen und zeigen zu kénnen, da® die der deduktiven Aussagen- 
logik zugrunde gelegten, ihrem Charakter nach durchaus formalen Axiome sich 
auch unter dem Gesichtspunkt inhaltlicher Wahrheit betrachten lassen und ihrer- 
seits durch die Tafel der Wahrheitswerte oder durch die (ausgezeichnete) kon- 
junktive Normalform bewiesen werden k6nnen. 

In diesem Zusammenhang ist die Erldauterung der. anderweitig oft verwendeten 
Termini ,,inhaltliches Axiom‘ und ,,inhaltliche Regel (S. 54) wichtig, die diesen 
Namen deshalb fiihren, weil sie nur in der (stets ,,inhaltlichen’‘) Meta-Sprache ge- 
geben werden kénnen. Dessen ungeachtet sind sie durchaus formaler Natur, da 
sich die betreffenden Axiome und Regeln auf die 4uBere Gestalt und Anordnung der 
Zeichen beziehen. Bei Entwicklung der Lehrsatze in den §§ 6 und 7 spielt der in- 
haltliche Wahrheitsbegriff keine Rolle mehr. d 

An dieser, ebenso wie an der entsprechenden Stelle des Pradikatenkalkils 
(§§ 1415) soll nicht ein vollstandig ausgefiihrtes System einer deduktiven Aus- 
sagen-, bzw. Pradikatenlogik, sondern nur ein Beispiel fiir ihren Aufbau gegeben 
werden. Darum war es in diesem Rahmen auch angangig, fiir den Teilbeweis (1) 
des Theorems von der Ersetzbarkeit aquivalenter Ausdriicke in beweisbaren 
Formeln (S. 58—60) den zwar vorher erwahnten, aber nicht bewiesenen Kontra- 
positionssatz (Theorem T,) zu verwenden und den Satz von der Transitivitat der 
Implikation (7,) durch eine solche ,,Zusammenfassung’’ zweier Formeln zu ge- 
winnen, die der nicht besonders bewiesenen aber richtigen Regel entspricht, daB 
aus zwei Formeln von der Gestalt 4 DC und BOC die Formel von der Gestalt 
A+BOC ableitbar ist. 

Vielleicht ware auch eine etwas ausfiihrlichere Behandlung der Normalformen, 
ihrer AnwendungsmOglichkeiten und der technischen Kunstgriffe zu ihrer Ge- 
winnung zweckmafig gewesen, um das Operieren mit und an logischen Formeln 
geniigend klar zu machen. Doch hatte dies — und ein eventueller Ausbau der 
deduktiven Teile — den vorgesehenen Rahmen sprengen und den Hauptzweck des 
Buches beeintrachtigen kénnen. 

Die Darstellung des dem Anfanger meist gr6Bere Schwierigkeiten als der Aus- 
sagenkalkiil bereitenden (engeren und erweiterten) Pradikatenkalkils, ebenso wie 
die Behandlung des Klassen- und Relationskalktls (die beide unter dem Ober- 
begriff ,,Extensionenkalkiil‘‘ zusammengefaBt werden), zeichnet sich durch Klar- 
heit aus. Dieser Klarheit dienen u. a. auch die an geeigneten Stellen angebrachten 
Hinweise auf bestimmte, am Kalkiihl selbst nicht ablesbare Voraussetzungen fiir 
die Giiltigkeit gewisser Formeln — so z. B. die Voraussetzung, ob auch unendliche 
Individuenbereiche angenommen und ob unter den endlichen Individuenbereichen 
(Klassen) auch leere Klassen und solche mit nur einem Element zugelassen werden — 
ferner der Hinweis, da Klassen nicht als Gegenstande aufgefaBt werden diirfen, 
, deren Einzelteile die Klassenelemente waren‘', sondern daf sie eine Eigenschaft 
sind, die den Elementen der Klasse gemeinsam ist (S. 130). 

Bei der Darstellung der Antinomien (Paradoxien) ist wichtig die ausdriickliche 
Trennung zwischen logischen Antinomien (§ 24), die rein formal-syntaktischer Natur 
und mit Hilfe der einfachen Typentheorie auszuschalten sind, und semantischen 
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Paradoxien (§ 36), die die Existenz bestimmter Einzelobjekte behaupten, von 
denen gewisse Satze zugleich ausgesagt und nicht ausgesagt werden kénnen, die 
darum zu ihrer Darstellung deskriptiver Zeichen bediirfen und durch die einfache 
Typentheorie nicht ausgeschaltet werden kénnen. In der Sprache der Mathematik 
k6nnen die semantischen Paradoxien gar nicht auftreten. 

Einige kleine Druckfehler seien angemerkt. In der Formel S. 46, Zeile 5 von 
oben muB als letzte Aussagenvariable statt » q stehen und in der Formel S. 47, Z. 13 
von unten fehlt als letztes Konjunktionsglied der Teilausdruck (PV ~Py q). 
Auf Seite 60 fehlt in der Formel Zeile 17 von oben eine eckige Klammer, und in den 
Formeln Zeile 21 von oben und Zeile 5 von unten auf derselben Seite fehlen eckige 
und geschlungene Klammern — was deshalb von Bedeutung ist, weil eine aus 
mehreren Implikationen bestehende komplexe Formel sinnlos wird, wenn ihre Teil- 
ausdrticke nicht zu jeweils zwei Teilimplikationen zusammengefaBt werden. 

Darin, daB es sich hier um eine wirkliche Eintiihrung handelt, die auf relativ 
geringem Raum sehr reichhaltiges Material verarbeitet und auch sonst stiefmiitter- 
lich behandelte Teilgebiete, wie den Relationen- und den erweiterten Klassen- 
kalkul, in dem gegebenen Rahmen geschlossen darstellt — wobei die Ausftthrungen 
von haufigen Hinweisen auf jene Punkte, in denen die Leistungsfahigkeit der 
modernen Logik iiber die traditionelle Logik hinausgeht, begleitet werden — liegt 
der Vorzug des Werkes. 

Die Abschnitte iiber Syntax und Semantik und iiber die erkenntnisanalytische 
Methode (§§ 38 und 39) gehen gleichzeitig iiber eine bloBe Einfithrung hinaus. Sie 
betreffen die Anwendung der Logistik auf breiter Basis und stehen in engem Zu- 
sammenhang mit eigenen Forschungen des Verfassers, unter denen das Buch 
», Die Erkenntnis und ihre Leistung; die naturwissenschattliche Methcde“ (Springer- 
Verlag, Wien 1950) die Anwendung des erkenntnisanalytischen Verfahrens auf 
Methodenfragen der Naturwissenschaft gibt und dadurch vor allem fiir den an den 
Grundlagen seiner Wissenschaft interessierten Naturforscher von Bedeutung ist. 

R. FREUNDLICH, Graz. 


Technische Hydro- und Aerodynamik. Von W. KaurMann. Mit 254 Textabb., 
Vill, 352 S.  Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1954, Geb. 
DM 36.—. 

Das nach Vorlesungen an der technischen Hochschule Miinchen geschriebene 
ausgezeichnete Werk enthalt in seinen ersten Teilen die grundlegenden Gesetze 
und Methoden der Theorie der reibungslosen und reibenden Fliissigkeiten in einer 
sehr gut verstandlichen und klaren Darstellungsweise. Dem Titel des Buches 
gemaB finden sich in diesen Kapiteln aber auch einzelne Teilgebiete der technischen 
Stré6mungslehre, die von besonderer Wichtigkeit fiir die Praxis sind, eingearbeitet, 
wie etwa die Rohr- und Gerinnestrémung, die Grundwasserbewegung, die SoMMER- 
FELDsche Theorie der Schmiermittelreibung, die Tragfliigeltheorie, die Propeller- 
theorie u. a. m. Besonders ausfiihrlich wird in dem Abschnitt tiber die Bewegung 
zaher Flissigkeiten die PRanptische Grenzschichttheorie wiedergegeben, deren 
Aufstellung im Jahre 1904 eine neue Aera der Hydrodynamik einleitete. Da bei 
den meisten technisch wichtigen Strémungsvorgangen die turbulenten Stromungen 
eine entscheidende Rolle spielen, ist das Phanomen der Turbulenz an allen ent- 
sprechenden Stellen des Buches ausfihrlich berticksichtigt. Auch die Frage nach 
dem Umschlag der laminaren in die turbulenten Strémungen, die lange Zeit eines 
der hartnackigsten Ratsel der thecretischen Hydrodynamik bildete, wird ausfiihr- 
lich besprochen. Dabei wird allerdings nur Bezug genommen auf Arbeiten von 
TOLLMIEN und SCHLICHTING, die aber das genannte Problem in keiner Weise ent- 
scheiden kénnen. Denn das Problem war ja, wieso die PoisEuILLEsche Strémung 
in Rohren, bzw. die Strémung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung 
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zwischen parallelen Wanden, die beide strenge Lésungen der STOKES-NavieErRschen 
Grundgleichungen fiir alle REyNoLDsschen Zahlen darstellen, bei hohen REYNOLDs- 
schen Zahlen in die turbulenten Strémungen umschlagen. Da aber die von TOLL- 
MIEN und SCHLICHTING herangezogenen Strémungen keine strengen Lésungen der 
Grundgleichungen darstellen, brauchen die fiir solche Strémungen erzielten 
Resultate nicht unbedingt fiir die eigentliche PoisEuILLEsche Strémung, die eben 
eine strenge Lésung darstellt, verbindlich zu sein. Ein Hinweis auf die Unter- 
suchungen an dieser Laminarstrémung fehlt aber ganzlich. Da8& die ausgedehnten 
statistischen Untersuchungen iiber die ausgebildete Turbulenz keinen Platz finden 
konnten, ist begreiflich, da diese kaum schon lehrbuchreif sind. In einem letzten 
Teil werden die Grundziige der Dynamik kompressibler Fliissigkeiten (Gasdynamik) 
entwickelt. Fiir ein genaueres Studium dieses gerade fiir praktische Zwecke wich- 
tigen Erscheinungsgebietes wird auf die ausfihrlichen Lehrbiicher von SAUER 
und OswaTITscH verwiesen. Alles in allem ein ganz ausgezeichnetes Lehrbuch, 
dessen Studium nicht nur allen Studierenden der éinschlagigen Facher an den 
technischen Hochschulen, sondern auch den Physikstudenten an den Universitaten 
warmstens empfohlen werden kann. TH. SEXL, Wien. 
Siebenstellige Tafeln der elementaren transzendenter Funktionen. Von F. LoscH. 
VIII, 335 S. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1954. Geb. DM 49.80. 

Das eben erschienene Tabellenwerk hat den Zweck, die Liicke zu schlieBen, 
welche durch das Fehlen des beriihmten Werkes von K. Hayasui entstanden ist. 
Der Autor wollte durch die Herausgabe der Tafeln ein fiir viele Rechnungen aus- 
reichendes, dabei aber nicht zu umfangreiches Tafelwerk schaffen. Es ergaben 
sich im einzelnen wesentliche Abweichungen. Die Stellenzahl der Tafelwerte 
wurde fast durchwegs auf 7 Dezimalen beschrankt und der Tafelschritt soweit 
verkleinert, da8 durchwegs lineare Interpolation ermoglicht wird. Ein groBer Teil 
der Tabellen wurde vollstandig neu berechnet. Das Werk stellt ein wichtiges 
Hilfsmittel fiir jeden Physiker dar. Druck und Ausfithrung wurden vom Springer- 
Verlag in der gewohnt sorgfaltigen Weise durchgefiihrt. P. URBAN, Graz. 
Reports on Progress in Physics. Band XVII (1954). Herausgegeben von 

A.C. STICKLAND. Mit Textabb., IV, 280 S. London: The Physical Society. 1954. 

Geby £.2107s. net: 

Wahrend der vorjahrige Band dieser in ihrer Anlage und Griindlichkeit bei- 
spielgebenden Berichte sich hauptsachlich mit der Erforschung des festen Zu- 
standes beschaftigte, sind die Themen heuer von einer Vielseitigkeit, die einem 
wieder einmal zum BewuBtsein bringt, wie umfassend die Naturerkenntnis ist, die 
diese Wissenschaft vermittelt. 

», Nuclear Shell Structure’ von M. H. L. Pryce bringt eine schon sehr notwendig 
gewordene Zusammenfassung iiber die Wege zu einer Quantenmechanik des Kern- 
aufbaues, die von der Tatsache ausgehen, da8 bei bestimmten Nukleonenzahlen 
Diskontinuitaten in der Bindungsenergie des letzten Nukleons beobachtet wurden. 
Die verschiedenen Méglichkeiten der Erfassung durch ein theoretisches Modell 
werden so dargestellt, da sie jedem verstandlich sein miissen, der das Begriffs- 
system und die Bezeichnungen der Spektroskopie kennt. Ein Abschnitt behandelt 
das Prinzipielle tiber die Berechnung der Energieniveaus fiir die verschiedenen 


Kopplungsansatze, andere die Bestatigung der experimentellen Erkenntnisse iiber | 
Bindungsenergien, magnetische Dipol- und Quadrupolmomente bei verschiedenem | 


Geradheitscharakter der Nukleonenzahlen. Den AbschluB bildet eine kritische Be- 
trachtung iiber die Grenzen des reinen Schalenmodells und der Hinweis auf die in 
jungster Zeit so erfolgreicher Modelle von A. Bour, Hitt und WHEELER und 


anderen, die im wesentlichen auf einer Mitberiicksichtigung gewisser Kollektiv— 


bewegungen des Kerns oder einzelner Nukleonengruppen beruhen. 
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Der niachste Bericht, , Diffraction Theory, stammt aus der Feder von 
C. I. Bouwkamp und gibt einen Uberblick iiber den Fortschritt der klassischen 
Beugungstheorie. Er erértert sowohl skalare als auch elektromagnetische Pro- 
bleme und geht dabei von den bekannten Abhandlungen von KircHHOFF und 
KorrLerR aus. Die Beugungen an Hindernissen, welche klein im Verhaltnis zur 
Wellenlange sind, werden im einzelnen erértert. Auch die Formulerung der 
Beugungsprobleme mit Hilfe eines Variationsprinzipes wird berticksichtigt. SchlieB- 
lich gibt der Verfasser mehr als 500 Arbeiten an, die seit 1940 iiber dieses Thema 
verfaBt wurden. 

Ein Gebiet, in dem vielfach noch an der prinzipiell-qualitativen Erklarung 
vieler Erscheinungen gearbeitet wird, umfaBt der Beitrag von J. A. CHALMERS. 
Der Autor hat 1949 ein Buch mit demselben Titel » Atmospheric Electricity’ ge- 
schrieben und berichtet hier nur iiber einige besonders aktuelle Fragen (Ionisations- 
gleichgewicht in der Atmosphare, Schénwetterfelder und -stréme, Bedingungen 
an der Erdoberflache, Spitzenentladung, Ursprung der Wolkenladungen u. a. m.), 
vor allem, weil viele Arbeiten erst nach Veréffentlichung des Buches geschrieben, 
bzw. verfiigbar wurden. Der Bericht ist trotzdem sehr klar und leicht lesbar, da 
der Stand jedes Problems kurz skizziert wird. Hier bietet sich noch Neuland fiir 
den Theoretiker, denn in der mathematischen Analyse ist man kaum iiber einfache 
Ansatze aus der Thermodynamik und Kinetik hinausgekommen, was bei der 
komplexen Natur der Vorgange wieder durchaus verstandlich ist. 

Zwei weitere Themen sind astrophysikalischer Natur. ,, The Physical Condition 
of the Solay Corona‘ von C. W. ALLEN zeigt, da® sichinnerhalb des kurzen Zeitraumes 
von zehn Jahren die vorher ratselhaften Erscheinungen auf der Sonnenoberflache 
(man denke nur an die unidentifizierbaren ,,Coroniumlinien‘‘) dem physikalischen 
Weltbild weitgehend eingefiigt haben, so da diese jetzt das beste Studienobjekt 
beztighch der Atomzustande héchster Ionisation darstellt. Andererseits barren 
auch hier noch grundlegende Fragen, vor allem dynamischer Natur, ihrer Lésung. 

Der verhaltnismaBig kurze Abschnitt uber ,, Theory of Ovigin of Cosmic Rays“ 
von E. TELLER befaBt sich nach der grundsatzlichen Entscheidung zwischen 
plétzlicher Erzeugung oder gradueller Beschleunigung der primaren kosmischen 
Strahlung (Protonen und andere Kerne) zugunsten der letzteren Erklarungs- 
moglichkeit hauptsachlich mit der Natur der beschleunigenden Felder. Es wird 
gezeigt, daB statische elektrische Felder auf keinen Fall fiir die Beschleunigung der 
kosmischen Teilchen in Betracht kommen. Vielmehr ist anzunehmen, da erst eine 
schrittweise Beschleunigung in magneto-hydrodynamischen Feldern zu so hohen 
Geschwindigkeiten fiihren kann. Diese Verhaltnisse sind z. B. in der Nahe der 
Sonnenflecken gegeben und es wird im Anschlu8 daran auch die Variation der 
kosmischen Strahlung mit der Sonnentatigkeit besprochen. Die hauptsachlichste 
Quelle der kosmischen Strahlung sind aber wahrscheinlich die sogenannten ,, Radio- 
sterne‘‘ und es wird der Hypothese von UNsOLD stattgegeben, da ein enger Zu- 
sammenhang zwischen der Erzeugung von elektromagnetischen Wellen vor allem 
des Radarbereiches und der Beschleunigung von Elementarteilchen besteht. Dieser 
Zusammenhang, der auf eine Wechselwirkung starker magnetischer Felder und 
hydrodynamischer Bewegung ionisierter Gasmassen zurtickgeht, wird dann noch 
eingehender untersucht, und der hochinteressante Artikel schlieSt mit Betrach- 
tungen iiber den astronomischen Ort dieser Vorgange, die 6- und y-Komponenten 
der kosmischen Strahlung und die sékularen Variationen der Intensitaten. 

Im nachsten Beitrag ,,Atomic Valence States and Chemical Binding’’ von 
W. Morrit wird ganz kurz und mit vielen Voraussetzungen die allgemeine Theorie 
der elektronischen Struktur der Molekiile entwickelt und im Anschlu8 daran die 
Elektronenpaartheorie der Bindung nach SLaTeR und PauLine naher besprochen 
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und mit Beispielen belegt. Vor allem wird der Valenzzustand eines Atoms, das 
an einer solchen Bindung beteiligt ist, untersucht und als nichtstationar erkannt, 
wobei der Autor betont, daB eine Bindungsenergie, die nach der Annahme der 
Additivitat der Bindungen berechnet wird, auf die Valenzzustande der Atome und 
nicht auf ihre Grundzustande zu beziehen ist. Neben der Doppelelektronenbindung 
wird auch die Hybridisation als Quelle chemischer Bindung besprochen und die 
Abhangigkeit der lonenbindungen von der Energie der Valenzzustande aufgezeigt. 

Der Bericht iiber ,,Antiferromagnetismus’’ von A. B. Lipiarp geht aus von der 
Annahme, daB im Gegensetz zur Forderung der HEISENBERGSchen Theorie des 
Ferromagnetismus das Austauschintegral negativ sei. Die daran anschlieBenden 
Arbeiten von NEEL und vAN VLECK werden ihrem Inhalt nach kurz wiederholt, 
und auch die friiheren experimentellen Ergebnisse beziiglich Antiferromagnetismus 
erwahnt, anschlieBend die neueren Untersuchungsmethoden (Neutronenstreuung, 
magnetische Anisotropie, thermisches Verhalten, Resonanzerscheinungen) disku- 
tiert, schlieBlich die Theorie von VAN VLECK erweiternd, strengere Berechnungen 
durchgefiihrt. Da man die kollektive Elektronentheorie so verfeinern kann, bis 
in ihr auch antiferromagnetische Ziige auftreten, ist mit einem Hinweis auf 
SLATERS Originalarbeit wahrscheinlich gemacht. Zahlreiche Literaturhinweise be- 
reichern den ausgezeichneten Artikel. 

Der letzte Beitrag ,,Horizontal Movements in the Ionosphere’ von B. H. Brices 
und M. SPENCER zeigt, da die verschiedenartigsten Radio-Methoden zu folgen- 
dem Ergebnis fiihren: In allen Schichten der Ionosphare sind sowohl systematische 
als auch irregulare horizontale Bewegungen vorhanden. Die Geschwindigkeiten 
legen um 80 m/sec und nehmen im allgemeinen mit der Héhe zu. Trotz der groBen 
Schwierigkeiten in der Beobachtung und vor allem der Auswertung der Effekte 
konnte ein gewisser Einklang mit den Forderungen der Theorie der atmospharischen 
Schwingungen festgestellt werden. Eine Zusammenfassung der Beobachtungs- 
methoden ohne Beniitzung von Radiowellen schlie8t den Artikel. 

H. STIPPEL, Graz. 


Elektronische Halbleiter. Eine Einfiihrung in die Physik der Gleichrichter und 
Transistoren. Von E. SPENKE. Mit 184 zum Teil mehrfarbigen Abb., XX, 379 S. 
Berlin-G6ttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Geb. DM 34.50. 

Die Halbleiterphysik gehért zu jenen Teilgebieten der Physik, die in den letzten 
Jahren gewaltig an Umfang zugenommen haben. Es ist eine Eigentiimlichkeit 
dieser Fachrichtungen, da®B es in der groBen Menge der einschlagigen Literatur 
meistens an einer tibersichtlichen und padagogischen Einfiihrung fehlt. Dies trifft, 
wenigstens im deutschen Sprachraum, auch fiir die Halbleiterphysik zu, und diesem 
Bedirfnis kommt das vorliegende Werk in einer anerkennenswerten Weise entgegen, 
zeigt es doch, da®B auch eine Einfiithrung durchaus nicht auf ein gewisses Niveau 
verzichten muB. 

Das Buch besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil, entstanden aus einer Reihe 
von Vortragen des Verfassers, behandelt den Leitungsmechanismus in elektro- 
nischen Halbleitern und die Physik der Gleichrichter und Transistoren, Beson- 
dere Beachtung verdient die klare Herausstellung der beiden gegensatzlichen 
Grenzstandpunkte der Festkérpertheorie, namlich der atomistischen Auffassung 
einerseits, der das Naherungsverfahren der atomaren Eigenfunktionen nach 
HEITLER-LONDON entspricht und der_,,kollektiven Behandlung’ (Hunpd und 
MULLIKEN), des sogenannten Bandermodells, andererseits. Begriffsbildungen, die 
Anfangern haufig Schwierigkeiten bereiten, wie z. B. das Defektelektron, das 
Schallquant, die effektive Masse von Leitungstragern, werden in verstandlicher 
Form dargelegt. Die verschiedenen Arten der elektronischen Halbleitung, die ver- 
schiedenen Typen von Stérstellen im Kristallaufbau sowie die Stérstellenreak- 


Buchbesprechungen. 379 


tionen werden iibersichtlich behandelt und anschlieBend fiir das Verstandnis der 
Eigenschaften von Kristallgleichrichtern und Transistoren angewandt. Hier 
machen sich die zahlreichen zum Teil mehrfarbigen Zeichnungen besonders ange- 
nehm bemerkbar. Somit scheint der erwahnte erste Teil des vorliegenden Werkes 
als Einfiihrung in das so umfangreiche Gebiet der Halbleiterphysik bestens ge- 
eignet und wird besonders in seinen beiden letzten Kapiteln auch dem mehr 
technisch orientierten Leser wertvolle Hinweise geben kénnen. 

An den weiter fortgeschrittenen Leser wendet sich der zweite Teil. Er stellt 
dem, der sich mit diesem noch keineswegs vor einem Abschlu8 stehenden Gebiet 
der Physik eingehender zu befassen gedenkt, das nétige theoretische Riistzeug zur 
Verfiigung. Ausgehend von einer kurzen Besprechnung der Naherungsmethoden 
in der Quantenmechanik des Wasserstoffmolekiils wird das Bandermodell aus- 
fihrlich behandelt. Weitere Kapitel sind der Fermi-Statistik der Kristallelektronen 
und der dynamischen Auffassung von Stérstellengleichgewichten sowie der Tragheit 
von Stérstellenreaktionen gewidmet. Den AbschluB bildet ein Kapitel iber Rand- 
schichten in Halbleitern und den Kontakt Halbleiter-Metall. Auch in diesem 
zweiten Teil, der natiirlich etwas héhere Anforderungen an den Leser stellt als der 
erste, fallt die klare Sprache und ibersichtliche Darstellungsweise angenehm auf. 
Erwahnung verdient noch die dem Werk beigefiigte Liste der verwendeten Be- 
zeichnungen, die zweifellos eine wertvolle Hilfe darstellt. L. HANKE, Graz. 


Einfiithrung in die Quantenelektrodynamik. Von W. Turrrinc. Mit 18 Textabb. 
und einem Anhang mit Ubungsaufgaben und Lésungen, XII, 122 S. Wien: 
be Weutickes L955. 55 105.—. 

Die Quantenelektrodynamik, friiher trotz vieler unbestreitbarer Erfolge offen- 
sichtlich als Provisorium zu betrachten, konnte in den letzten Jahren zu einer im 
wesentlichen in sich geschlossenen Theorie ausgebaut werden. Mit dem AbschluB 
dieser Entwicklung — der zweiten Etappe der Quantentheorie nach der nicht- 
relativistischen Wellenmechanik — ergibt sich das Bediirfnis nach einer Dar- 
stellung der neuen wie der Alteren Teile der Theorie vom Gesichtswinkel der neu- 
gewonnenen Positionen aus, wie sie das vorliegende Buch zu vermitteln sucht. 

Eine kurze Einfiihrung enthalt neben einem interessanten qualitativen Uber- 
blick iiber die atomaren Phanomene eine kompakte Darstellung der klassischen 
Elektrodynamik in vierdimensionaler Gestalt. Die kovariante Formulierung wird 
iibrigens durchwegs verwendet. Im ersten Teil des Buches wird zunachst der 
Formalismus der Quantentheorie in der eleganten LaGRaNGEschen Form von 
SCHWINGER entwickelt. Es folgt die Anwendung auf wechselwirkungsfreie Felder; 
spezielle Kapitel befassen sich mit Schwankungserscheinungen und Me8barkeits- 
beschrinkungen. Im Teil II und III finden die bemerkenswerten neuen physi- 
kalischen Phanomene ihren Platz, welche die jiingste Entwicklung der Quanten- 
elektrodynamik zutage geférdert hat. Vorerst wird die strenge Lésung ftir die Ver- 
teilung der von einem vorgegebenen Strom emittierten Photonen gewonnen. Es 
folgt eine vereinfachte Herleitung der Lamb- Shift. Die KLErn-NrisHinaA-Formel 
wird ausfihrlich abgeleitet, ebenso die Vakuumpolarisation und im Anschlu8 dar- 
an der _,,trident‘‘-ProzeB, sowie schlieBlich das anomale magnetische Moment. 
Eine oe aber inhaltsreiche Besprechung der Renormalisationstheorie bildet 
den Abschlu8. Zwei mathematische Anhange befassen sich mit der Drrac- 
Gleichung und mit den singularen Funktionen der Quantenelektrodynamik. Fine 
Aufgabensammlung mit Loésungen tragt wesentlich zur Vervollstandigung des 
Buches bei. 

Die Lektiire des Buches ist auch fiir den mit der Materie schon Vertrauten 
genuBreich; er wird immer wieder auch bekannte Dinge von einer neuen Seite 
beleuchtet finden. Der weniger eingeweihte Leser wird sich das Verstandnis mit 
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einigem Flei8 erarbeiten miissen — aber es scheint eine lohnenswerte Arbeit zu 
sein; eine gewisse durch elementarere Behandlungen vermittelte Vertrautheit mit 
den Begriffsbildungen ist wohl eine Voraussetzung dafiir. 

K. Baumann, Wien. 


Hauptversammlung der Deutschen Gesellschaft fir Metallkunde. 


Auf Einladung der Montanistischen Hochschule Leoben, der Technischen 
Hochschule Graz und der Universitat Graz wird unsere diesjahrige Hauptver- 
sammlung vom 1. bis 5. September 1955 in Klagenfurt veranstaltet. Wir geben 
uns die Ehre, Sie hierzu einzuladen. Deutsche Gesellschaft fiir Metallkunde, 
Prof. Dr. Ing. PauL BRENNER, 1. Vorsitzender. 

Donnerstag, 1. September 1955. Vortrage: Vorsitz P. BRENNER: 9.00 Uhr: Be- 
griBung. 9.80 Uhr E. v. ScHWARZ-BERGKAMPF, Leoben: Betrachtungen zum 
Metallbild. 10.15 Uhr G. Grawitscu, Graz: Uber die Anwendung radioaktiver 
Methoden auf metallkundliche Probleme. 11.00 Uhr E. Scumip, Wien: Metall- 
kundliche Probleme beim Bau von Reaktoren. 11.45 Uhr F. GrasENnick, Graz: 
Uber die Anwendung neuerer elektronenmikroskopischer Methoden auf metall- 
kundliche Probleme. Vorsitz W. K6sTER: 15.00 Uhr J. DiEHL und A. SEEGER, 
Stuttgart: Neuere Untersuchungen tiber das plastische Verhalten von Metall- 
einkristallen. 16.15 Uhr M. Drecusier, Berlin: Uber den Nachweis von Ver- 
setzungen beim Abbau von Wolfram-, Tantal- und Nickeleinkristallen mit Feld- 
emissionsmikroskopen. 16.45 Uhr W. Macuu, Kairo: Uber den Mechanismus des 
elektrolytischen und chemischen Polierens der Metalle, insbesondere des Nickels. 
17.15 Uhr A. v. ZEERLEDER, Neuhausen: Entwicklung und Stand von Sinter- 
Aluminium. 17.45 Uhr R. Mitscuer, Leoben: Neue apparative Hilfsmittel fiir das 
praktische metallographische Arbeiten und Demonstrieren. 

Freitag, 2. September 1955. Vortrage: Vorsitz M. HANSEN: 9.00 Uhr H. Gru- 
BITSCH, Graz: Chemische und elektrochemische Korrosion. 9.45 Uhr A. Witt- 
MOSER und E. HoupReEmont, Gelsenkirchen und Essen: Einige Beobachtungen 
zur Graphitbildung im untereutektischen GuBeisen. 10.15 Uhr U. Zwicker, 
Frankfurt: Titanschwamm, Priifung und Eigenschaften. 10.45 Uhr K. TorKar, 
Graz: Diffusionsuntersuchungen an dem System Nickel-Kupfer mit Hilfe ferro- 
magnetischer Untersuchungen. 11.15 Uhr W. KéstrEr, Stuttgart: Mechanische 
und magnetische Aushartung von hochzinkhaltigen Eisen-Kobalt- und Nickel- 
Kobalt-Sinterlegierungen. 11.45 Uhr G. WaAssERMANN und R. WEBER, Clausthal 
und Frankfurt: Pulvermetallurgisch hergestellte Werkstoffe auf Aluminiumbasis. 
12.15 Ubr H. Nowotny, Wien: Aufbau von Siliziden. Vorsitz G. WASSERMANN: 
15.00 Uhr R. Ucuann, Klagenfurt: Die neue ésterreichische Zinkproduktion. 
15.30 Uhr F. ERDMANN-JESNITZER, Freiberg (Sa.): Versprédung von Zink und 
Zinklegierungen. 16.00 Uhr E. Prerze1, Stolberg: Aushartungseffekte bei Zink- 
walzlegierungen. 16,45 Uhr A. Lecat, Leoben: Biegeverhalten glatter und ge- 
kerbter Proben von Eisen- und Nichteisenmetallwerkstoffen. 17.15 Uhr F. Lrat, 
Wien: Untersuchung iiber die Legierungsbildung bei der Anwendung der Amalgam- 
verfahren. 17.30 Uhr H. Honn, D. Att und E. Firzer, Wien: Reaktionen zwischen 
quecksilbernen Metalldsungen und Gasen. 17.45 Uhr E. Fitzer, K. Komarek, 
H. Horsaver und H. Houn: Amalgammetallurgie des Titans und Zirkons. 


Herausgeber, Ligentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien 1, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt 
verantwortlich; Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut ftir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 


Acta Physica Austriaca, Band 9, Heft 3—4., ‘ : 


S Fortsetsung von derelT. Umschlagseite 

Abbildungen: Sie -miissen, wenn auch nur ” skizziert, doch so weit ausgefiihrt sein, da8 fiir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung’ ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
fiigen, Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 


gesse nicht, daS Figurenwiedergabe und Textherstellung 1 zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 
der ersten Korrektur zusammenlaufen. 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und halt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhialtnismaBig groBen Auf- 
. wand an Mehrarbeit. Unverhaltnismaig in bezug auf die geringe Mebrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi®verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den, AEF-Normen entsprechen oder den in den peiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, daB der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 


wenden, also (a + b)/e statt or oder e gen statt ¢ ik fos \ 


Zitate ecbenso wie Anmerkungen werden als Fu8noten mit durch die Arbeit fortlaufender 


Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unndtiger Wiederholungen) — 


gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die aig eae oder die S.-B. der Akademie): A. J. Dempster, 
Nature 136, 180 (1935). 


Autorenkorrekturen, das heiSt nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten iiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


Bei der Schriftleitung sind folgende Beitrage eingelangt: 


(Anderungen in der Reihenfolge bei der Verdffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- — 


halten bleiben.) 


Horl, E. und F. Stangler. Feldelektronenmikroskopische Schirm- 


bilder bei Anwesenheit organischer Dampfe im Versuchsrohr 12. — I. 1955 
Braun, @. Zur Methode der stationdren Phase. . - 5 ey e7 I. 1955 
Krzywoblocki, M. Z. v. and G. Shinosaki. On Drag of onie Bodies 

Satiwes Wolicules Flows io ook ike wine oF kate hey Sintec eee Mi eI oe 
Schneider, W. H. Die Plasma-KenngroSen einer Quecksilber- 

Niederdruck-Entladung mit mehreren Elektronengruppen . . TO Stratis 1955 
Migguait 0. Pvinkelbomelahonen./\ Vieshe de as ee IEE. 1988 


Melan, E. Warmespannungen bei der Abkiihlung einer Kugel’. 23. V. 1955 


Penfield, R. H. and H. Zatzkis. On the Determination of the 
Equations of Motions from a General Covariant, Non-linear 
Field Theory by the uae ares Method of EINSTEIN, 


INFELD, and HOFFMAN. . .- - ADR cea ee Sa ME tinted aera plas LODO: 
Kassecker, T. und P. Urban. Uber die Berechnung von Kern- 

momenten nach dem Schalenmodell ...- +--+ + ss 16. Vil. 1955 
Hittmair, 0. Stripping-Reaktionen virtueller Niveaus... . 1, VIII. 1955 
Penfield, R. H. and H. Zatzkis, Invariance jo aed and 

Conservation Laws ..-.-+ 5 i Mise Vale ee 


Herglotz, H. und E. Deimel, Uber die Binaries des pone 
spektrums von der chemischen Bindung -..-+.-++-+-+:> 1. VIII. 1955 
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Ausgewahlte Aufgaben und Probleme aus der — : 


3 Experimentalphysik. tine rinfihrung in die exakte Be- 
a _ handlung physikalischer Fragestellungen. Zugleich dritte, vermehrte 
Ei Auflage der ,,Erganzungen zur Experimentalphysik.“ Yon Dr. Heinrich 
; a Greinacher, vorm. 0. Professor der Physik an der Universitat Bern. 
Mit 117 Textabbildungen. EX, 266 Seiten. 8°. 1953. 

oe ; - Steif geheftet S 87.—, DM 14.50, $ 3.45, sfr. 14.80 


} , Besser als im Titel kommen Ziel und Inhalt:des Buches im Untertitel zum 

NN _Ausdruck, An 90 sehr geschickt gewahlten, allmahlich yom Leichten zum 
Schwierigeren aufsteigenden Aufgaben kann ein mitarbeitender Leser ausge- 
zeichnet die Lésung physikalischer Probleme mit Hilfe von elementaren mathe- 
_matischen Verfahren erlernen. Die Aufgaben erstrecken sich auf das ‘Gesamtgebiet 
der heutigen Physik bis zur Gruppengeschwindigkeit der Materiewellen. Ein groBer 
Teil der Aufgaben findet sich in keinem der iiblichen Lehrbiicher und ist darum 
besonders reizvoll. .. .“<‘ 


Naturwissenschafiliche Rundschau 


>, 


_ Analytische Erkenntnistheorie.. kritische Ubersicht 

Tete uber die neueste Entwicklung in USA und England. Von Arthur Pap, 

__ \.. Gastprofessor der Philosophie, Lehigh University, Bethlehem/Pa., VIII, 
242 Seiten. Gr.-8°, 1955. “ 

iy . Ganzleinen S 144.—, DM 24.—, $5.70, sfr. 24.50 


Aus dem Vorwort des Verfassers 


oat : wa Die Ver6ffentlichung eines deutschsprachigen Buches, welches eine Aus- 
=n \wahl der neuesten Friichte der wissenschaftlichen (oder ,,analytischen‘‘) Methode 
_ des Philosophierens — eine Methode, welche durch den ,, Wiener. Kreis“: vor der 

_ | Kriegszeit so groBartig begonnen wurde — kritisch-beleuchtet, schien mir datum 
-\* -besonders wiinschenswert, weil von dieser Methode in Wien wie auch in Deutsch- 
s land gegenwartig kaum etwas zu merken ist. In Deutschland gibt es allerdings 
_ hervorragende Logistiker, die auch solide Schulen gegriindet haben, aber die An- 
wendung der Logistik und der logistisch fundierten Semantik auf die Probleme 
_der Erkenntnistheorie, welche im angelsachsischen Gebiet weit verbreitet ist, ist 

| selten anzutreffen... Ich setzte mir zum Ziele, nur wenige, sich auch vielfach 
liberschneidende Problemkreise zu behandeln, dabei jedoch dem Leser die Sub- 


tilitat und Griindlichkeit vor Augen zu fiihren, mit der in der analytischen 
Philosophie zu Werke gegangen wird, in schroffem Gegensatz zur ungenauen, bei- 
nahe regellosen Sprech- und Denkweise der in Deutschland und Osterreich domi- 
nierenden Philosophen (ware es iiberhaupt nicht angemessener, hier von »» Sprach- 


traumerei“ denn von ,,Denken“ zu sprechen ?), ' 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


ah 


